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SEMIOTIK OCH MATEMATIKDIDAKTIK
En introduktion

SAMMANFATTNING

Under senare ar har ett nytt forskningsomrade i tvarsnittet mellan
matematikdidaktik och semiotik vaxt fram. | féreliggande arbetsrapport
presenteras nagra grundlaggande fragestallningar for detta omrade.

Matematik uppfattas har som en generalisering av tecken eller
representationssystem. Manniskor uttrycker matematiska tankar med
hjalp av tecken av olika slag. Ur didaktisk synvinkel ar det intressant att
studera vilken mening som tilldelas de olika tecken vi anvander oss av
att tdnka och kommunicera vara tankar med.

Vidare behandlas en av semiotikens forgrundsgestalter, Charles S
Peirce.

Det matematiska tankandet ar huvudsakligen icke-sprakligt. Genom
att studera kommunikationsprocessen ur ett semiotiskt perspektiv
Overskrids de begransningar som ligger i traditionella kommunikations-
studier, dar man fokuserar pa sprakanvandningen.

Nyckelord: Abduktion, matematikdidaktik, Peirce, representation,
semiotik, tecken.
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1. Inledning

Om matematikerna hade fatt noja sig med ord och ne-
kats bruket av siffror och andra specialsymboler, sa
skulle matematikens utveckling till dess nuvarande héga
niva inte bara varit svarare utan psykologiskt omojlig
(Rudolf Carnap citerad i Sallstrom 1991, s 207).

Ett vaxande och intressant forskningsomrade utgors av tvarsnittet mel-
lan semiotik, matematik och didaktik. Féreliggande arbetsrapport pre-
senterar nagra grundlaggande fragestallningar inom detta omrade. Jag
har tidigare delvis behandlat detta omrade i Rationalitet och intersub-
jektivitet — Om matematikundervisningens kommunikativa karaktar
(Engstrom 2001). Har ska en kort introduktion till forskningsomradets
fragestéllningar goras.

| detta inledande avsnitt ska jag ta en utgangspunkt i den matema-
tiska notationen for att belysa nagra matematikdidaktiska fragestall-
ningar som beror semiotiken. Semiotik betyder teckenlara. Fran en
matematikdidaktisk synvinkel ar det av intresse att studera den mening
vi tilldelar matematiska tecken, som vi anvander i olika sammanhang.

1.1 Matematisk notation

eee occeco [ VIl 3+4=7

Matematik ar intimt férknippat med symboler och formler av olika slag.
FOr den oinvigde ter sig dessa manga ganger som nagot mystiskt, for att



inte sdga magiskt, nagot som tillhor en fortrollad vérld bara nagra fa
forunnade att kanna till.

Under historiens gang har den matematiska notationen tagit sig olika
uttryck allt fran nagra regelbundet grupperade streck inkarvade i varg-
ben, sumerernas Kilskrift inpraglade i lertavlor, egypternas hieroglyfer
pa papyrusrullar, kinesers, japaners, indiers, arabers och andra kultur-
ers olika teckensystem till vara dagars narmast standardiserade mate-
matiska notation. Men matematisk notation &r inte bara symboler och
formler utan ocksa text. | denna skrift ska allt detta bendamnas som
tecken.

Till skillnad fran matematiken sjélv, med dess karaktar av nodvan-
dighet, ar dess beteckningar sociala konventioner och darmed arbitrara
(godtyckliga). Det finns ingen nodvéandighet i att vi later representera
ett visst tal med till exempel ’3” eller ”4-1"". Men har vi val kommit
overens om att beteckna ett visst tal pa ett visst satt sa foljer darav ett
antal konsekvenser.

Vissa tecken som vi anvander oss av inom matematiken har en in-
tressant historia. Kring flera av vara vanliga matematiska tecken har
det statt en lang strid om hur det ska se ut.

Matematiska tecken star for nagot, det vill sdga de representerar en
idé eller tanke. Manniskor uttrycker matematiska tankar med hjalp av
tecken av olika slag. Vi anvander tecken till att tinka med, uttrycka och
kommunicera vara tankar med andra manniskor.

1.2 Tecken att tanka med

FOr varje teori med ansprak att soka forklara larande blir det av intresse
att studera vilken mening vi tilldelar olika tecken nar vi anvander dem
for att tanka och kommunicera vart tankande med. FOr att géra oss
forstadda bland andra maste det finnas en viss kongruens i denna mening-
stilldelning av tecknen. Ibland forefaller oss anvéandandet av tecken sa
sjalvklart, framfor allt i matematik, att vi kanske inte funderar sa mycket
over tolkningen av tecknen. Semiotik handlar om tolkning av tecken.

Matematik kan uppfattas som en generalisering av tecken eller
representationssystem, framhaller Michael Hoffmann och Marcel Pl6ger
(2000). En vasentlig del av den moderna matematiken handlar om sym-
bolisering.

Den klassiska matematiken var retorisk, det vill saga den framstall-
des med ord eller ordférkortningar. Under medeltiden skedde en bety-



delsefull férandring, mot en hogre grad av abstraktion av matematiken,
den sa kallade symboliska abstraktionen, genom métet mellan den orien-
talisk-medeltida och den grekiska matematiken vilket resulterar i
algebrans fodelse i borjan av 1600-talet (Thompson 1991). Med den
symboliska abstraktionen, den analytiska geometrin samt
infinitesimalkalkylen inleds den moderna matematiken.

De viktiga abstraktionssteg som tas kan foljas i utvecklingen av den
matematiska notationen, till exempel genom inférandet av sarskilda
tecken for intet”” (nollan), det ’okanda’ (X, y, z), ’det ospecificerade”
(a, b, c), samt ”’det formodade lilla” inom infinitesimalkalkylen (Sall-
strom 1991). Utvecklingen av den matematiska notationen motsvarar
en allt hogre grad av abstraktion, vilket var en forutsattning for den
snabba utvecklingen av matematikens tillampning inom natur-
vetenskapen. Det handlar inte frimst om en abstraktion av den direkta
verkligheten, utan om en kedja av abstraktioner, abstraktioner av ab-
straktioner. | varje abstraktions- eller generaliseringssteg har vi att gora
med tecken eller symboler, vilka representerar (generella abstrakta) ob-
jekt, som harstammar fran en abstraktion och en generalisering.

Vi kan ta ett exempel fran matematikens historia, namligen upp-
tackten av inkommensurabiliteten i den tidiga grekiska matematiken
(Hoffmann & Ploger 2000). Innebdrden ar att tva strackor inte gene-
rellt kan antas vara kommensurabla, det vill siga mdojliga att mata med
samma matt. S& ar exempelvis sidan och diagonalen i en kvadrat
inkommensurabla.

Inkommensurabilitetens problem kan goras till ett problem forst om
man lamnar, det vill sdga abstraherar fran, verkligheten. Ser man det
praktiskt ar naturligtvis alla strackor ”matbara”, ocksa diagonalen i en
kvadrat med sidan 1. (I modern terminologi ar diagonalen, har V2, ett
exempel pa ett irrationellt tal.)

Bildandet av begreppet inkommensurabilitet och darmed dess
hypostasering till ett sjalvstandigt matematiskt objekt, forutsatter for
det forsta att man betraktar relationen mellan tal som generella ab-
strakta objekt. Tal uppfattades av babylonierna och egyptierna framst
som instrument for att mata och rakna med. FOr det andra forutsatts att
dessa relationer betraktas som bestamda av lagbundenheter, vilka inte
kan uppfattas genom observation, utan endast genom ett logiskt-
deduktivt 6vervagande, som verifieras genom bevis. Det ar darfor man
allmant uppfattar inkommensurabiliteten som det som avgransar
vetenskapligheten i den grekiska matematiken gentemot den &ldre,
forvetenskapliga, orientaliska matematiken.



1.3 Den besvarliga nollan

Nolifel, det vill sdga fel i enkla aritmetiska uppgifter dar noll(or) finns
med, ar relativt vanliga. Barn kan uppleva att ’nollan’ fungerar olika i
olika situationer, till exempel:

5+0 0+5 5-0 0-5 0«5 5.0 3150
5:0 0:5 0:0

Vanliga elevuppfattningar ar att ’nollan raknas inte™ eller att "’det gar
inte” i sddana uppgifter. Har nedan foljer nagra elevers argumentering
kring uppgifter med noll som jag lanat fran Christoph Selter och
Hartmund Spiegel (1997, s 76f, min latt bearbetade 6versattning):

Uppgift: x « O eller 0 « x

Michael: Nar det star en nolla framfor eller efter en uppgift, sa
kan man inte rdkna ut den, da ar det alltid noll.

Susanne: 45 ganger 0, det gar ju inte.

Alexander:  Nar det ar ganger, sa tar nollan 6éverhanden 6ver dean-
dra.

Uppgiften 15 « 3 « 0 visade sig i en undersékning ha en felfrekvens pa
nastan 85%. Vad ar det som gor den sa svar?

Lisette: Da behover man egentligen inte rakna med noll. ... Da
behover man inte rakna 45 ganger 0, da har man fatt ut
resultatet. Det riktiga, egentligen... Egentligen kan man
glémma den, men néar den star i en mattebok, da maste
man ha med den.

Uppgift: 0: 5
Andreas: Mmbh, 0 delat med 5, det gar inte.

Varfor inte?

Andreas: Ja, eftersom 0. 5:an kan man inte ta genom 0, da den &r
for liten fOor att dela 5 med. Om man tog 4 eller 3 eller 2
eller 1, sa skulle inte det heller ga.



Vad skriver du da, om du skulle fa uppgiften?

Andreas: 0!
Forst sa du ’gar inte”” och nu sager du 0. Ar det
samma sak?

Andreas: Ja.

André: Nar man delar noll saker med 5 barn, det gar ju inte, da

har du inget, som du ska dela med, alltsa noll.

Uppgift:5: 0

Christoph:  Ar 5 eller 0! Hur manga ganger gar 0 i 5? Ah, jag blir
helt forvirrad.

Agniezka:  Ja, eftersom 5 delat med 0, da delas inget. Alltsa &r det 5.

Anvandningen av ett sarskilt tecken for intet” har varit hogst proble-
matiskt under historiens gang. Det var inget sjalvklart och tog relativt
lang tid att infora. | ett teckenvardessystem, det vill sdga dar ental, tio-
tal, etc skrivs med olika tecken — sasom i det sumeriska, egyptiska och
romerska eller det grekiska decimala bokstavssystemet — behdvdes inte
noll. | ett platsvardessystem daremot, dar samma siffror anvands for
ental och tiotal och sa vidare enligt positionsprincipen, behévs en nolla
som en platshallare for att exempelvis kunna skilja 201 fran 21. | det
babyloniska sexagesimala systemet (ett arv fran sumererna) anvandes i
stallet en tom plats eller ett kolon. Muhammad al-Khwarizmi beskriver
runt 825 var tiderakning det indiska systemet med att anvéanda en ring
som tecken for noll, ett system som redan da hade anvénts i denna del av
vérlden i hundratals ar. Det indiska namnet for noll var sunya (tom-
rum). Den arabiska dversattningen sifr latiniserades senare till zephirum,
ursprunget till svenskans siffra och engelskans zero. Att darifran ta ste-
get till att uppfatta noll som ett tal var langt. Inforandet av ett tecken for
intet””, nollan, mottes av stort motstand under medeltiden.

Brian Rotman (1987) beskriver nollan som en symbol for en genom-
gripande forandring i méanniskans forestéallning av férhallandet mellan
sprak och verklighet, eller nollans semiotik. Han jamfor dar nollans
betydelse i matematiken med centralperspektivets betydelse inom bild-
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konsten och de imaginara pengarnas (valutans) betydelse inom ekono-
min under rendssansen.

Finns det flera olika nollor? | modern matematik definieras elemen-
tet noll av sina egenskaper, speciellt att a + 0 = a for alla a. Det finns
flera olika nollelement, till exempel nollvektorer och nollfunktioner samt
den tomma mangden, &.

| en genetisk betingad larogang, det vill sdga dar man tar hansyn till
hur matematiken historiskt har utvecklats, bér nollan introduceras som
en beteckning for tom plats i vart positionssystem, poangterar Jan
Thompson (1991). Att lata elever dva uppgifter av typen 0 + 4 = 4 i
nyborjarundervisningen ar hogst diskutabelt, eftersom det forutsatter
en hogre grad av abstraktion, namligen att uppfatta noll som ett tal.

1.4 Matematiska formler

En matematisk formel ar ett mellanting mellan bild och sprak. Den kon-
kretiserar och askadliggor, dock utan att avbilda, skriver Pehr Sallstrom
(1991). En stor fordel med formler &r att de latt kan manipuleras och
jamforas. Det kan vara svart att sarskilja form fran innehall, betonar
Sallstrom, genom symbiosen mellan formelskriften och den abstrakta
algebraiska struktur den representerar.

Gotlobb Frege (1891/1995, 1892/1995) skiljer mellan mening (Sinn)
och betydelse (Bedeutung). 2 - 3> och 2 + 4 har samma betydelse,
men inte samma mening. Det senare innebér att de inte innehaller samma
tanke (Gedanke). Tanken (till exempel Pythagoras’ sats) maste skiljas
fran en elevs forestallning (Vorstellung) om Pythagoras’ sats. En tanke
kan vara sann eller falsk. Detta galler oberoende av en elevs forestall-
ning om det sanna eller falska i tanken. Eleverna kan uppfatta samma
tanke, men forestaliningarna hos eleverna om denna tanke bars hos var
och en. Tva méanniskor kan inte ha samma forestallning.

Om den tanke jag utsager i Pythagoras’ sats kan inses som sann av andra
saval som av mig, da tillhor den inte mitt medvetandes innehall, och da
ar jag inte dess barare, men kan trots det inse att den ar sann. Om det
inte ar samma tanke som jag och nagon annan fattar som innehallet i
Pythagoras’ sats, borde man egentligen inte fa saga ’Pythagoras’ sats”
utan ”min Pythagoras’ sats”, ’hans Pythagoras’ sats”, och dessa vore
olika: ty meningen hér med nodvandighet till satsen. | sadana fall skulle
min tanke vara ett innehall i mitt medvetande. Kunde da meningen i min
Pythagoras’ sats vara sann, och meningen i hans falsk? Jag har havdat



att ordet ’rod” bara ar anvandbart inom mitt medvetandes doman, om
det inte anger en egenskap hos tingen, utan kédnnetecknar ett antal av
mina sinnesintryck. Pa sa satt skulle orden ’sann’ och "’falsk’ sasom jag
forstar dem, bara kunna vara anvandbara inom mitt medvetandes do-
méan, om de inte galler ndgot vars barare jag inte &r, utan bestams till att
pa nagot satt kanneteckna mitt medvetandes innehall. D& skulle san-
ningen vara inskrankt till mitt medvetandes innehall, och det skulle for-
bli tvivelaktigt huruvida nagot liknande 6verhuvudtaget forekommer i
andras medvetanden (Frege 1918/1995, s 122-123).

De tecken vi finner i formler &r av tre slag (Sallstrom 1991):
« deskriptiva tecken, noterade med bokstaver eller bokstavs-
kombinationer
« konstruktiva tecken, med hjalp av vilka formler byggs upp, det
vill sdga symbolerna for rakneoperationer, likhetstecken och pa-
renteser av olika slag
- specialtecken sdsom T, e, log, sin etc, och olika sammansatta tecken.
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2. Semiotik

Semiotik betyder laran om tecken. Sjalva termen semiotik anvands pa
lite olika satt. Den kan dels uppfattas som en metod, som ett satt att
narma sig ett undersokningsobjekt, dels som en sarskild vetenskap. En
foretradare for denna senare uppfattning ar, den i Lund verksamme konst-
vetaren GAran Sonesson (se till exempel Sonesson 1987, 1989, 1992).

Sonesson utvidgar semiotiken till en betydelselara, som studerar hur
mening uppstar generellt, hur tecken och betydelser fungerar i allman-
het och ser darmed semiotiken som en nomotetisk (lagsokande) veten-
skap!. Den arbetar pa human- och samhallsvetenskapernas traditionella
omraden och anvéander sig av olika metoder och bygger teoretiska mo-
deller. Den ar humanvetenskaplig inte bara darfor att dess amne ar
manniskor och det av manniskor producerade utan for att den uppfat-
tar de senare som kvaliteter, snarare an kvantiteter.

En annorlunda introduktion till semiotiken ar Jesper Hoffmeyers
Livstecken (1997), dar han utifran biologens perspektiv utvecklar sin
syn pa tecknet som den grundlaggande enheten for att forsta livet.

Semiotik, utgjorde hos de antika filosoferna en del av filosofin. Nu-
mera framstar den alltmer som en egen disciplin. Det ar framfor allt tva
pionjarer, schweizaren Ferdinand de Saussure, grundare av den moderna
strukturella lingvistiken, och pragmatismens grundare, den amerikan-
ske filosofen och matematikern Charles S Peirce, som kommit att sta
for tva huvudinriktningar inom semiotiken. De flesta framstaende se-
miotiker, sasom Luis Hjelmslev, Charles Morris, Roman Jakobson, Ro-
land Barthes, Julia Kristeva och Umberto Eco, kan hanforas till den ena
eller andra riktningen alternativt till forsok att utforma en syntes dem
emellan.? Intresset for bade semiotiken och Peirces arbeten inom féltet
har kraftigt accentuerats under 1990-talet.

2.1 Teckenmodeller

En av de viktigaste teckenmodellerna utgors av de Saussures distinktion
mellan uttryck och innehall, mellan den abstrakta ljudbilden signifiant
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(betecknande) och begreppet signifié (betecknat). | spraket ar uttrycket
(en forestallning om) ett ljud, medan innehallet ar ett begrepp, en idé
eller (forestallningar om) personer, foremal och andra. Tecknet forhaller
sig relativt godtyckligt till verkligheten. Tecknet uppstar forst i och med
att nagot betecknas och betecknandet &r en viljeakt. | fragan om teck-
nets existens framstar de Saussure som en nominalist.

Peirces teckenbegrepp ar triadiskt, och innefattar inte bara sprakliga
uttryck utan alla former av tecken. En genomgang av Peirces verksam-
het gors i avsnitt 4. Viktigt att notera ar ocksa Freges viktiga distinktion
mellan Sinn (mening) och Bedeutung (betydelse), har sin motsvarighet i
Peirces interpretant och objekt (se avsnitt 4). Bade Peirce och Frege upp-
trader som realister i sin uppfattning av tecken.?



3. Semiotik och matematikdidaktik

| detta avsnitt ska semiotikens betydelse for matematikdidaktiken dis-
kuteras, varvid framfor allt tre dimensioner, det matematiska sak-
forhallandet, representationen och tolkningen av det, kommer att be-
handlas.

3.1 Matematikdidaktik och meningsskapande

Elevers meningsskapande processer har traditionellt studerats genom
olika samtals- och diskursanalytiska studier. Semiotikens klara fordelar
gentemot dessa studier ar att alla uttryck, sprakliga som icke-sprakliga,
till exempel de for matematikdidaktiken sa centrala matematiska sym-
bolerna, representationer av olika slag (diagram, tabeller, etc), askadnings-
materiel och olika hjalpmedel réknas in (se t ex Seeger 2000).

Semiotiken beror nagra viktiga dimensioner av matematikdidaktiken,

- objektet, eller sakforhallandet

« representationen (intern och extern) av dessa objekt eller sakfor-

hallanden
« tolkningen av dem.

Ett objekt eller sakforhallande kan bara forstas och kommuniceras nar
det representeras och tolkas i nagon form. Spanningsfaltet mellan sak-
forhallandet, representation och tolkning gor darfor semiotiken mycket
intressant for matematikdidaktisk forskning. Det handlar om vilken
mening manniskor tillskriver de olika tecken som de anvander sig av
inom matematiken. Larande uppfattas som en teckenprocess (Hoffman
1996, 2000).

Vid IDM* i Bielefeld arbetar en forskargrupp med att tillampa Peirces
semiotik inom matematikdidaktiken. Ett antal rapporter har publice-
rats under 1990-talet (t ex Hoffmann 1996, 2000; Hoffmann & Ploger
2000; Otte 1998; Otte, Hoffmann & Wolff 1994; Otte, Mies &
Hoffmann 1997). Peirces arbeten kommer att diskuteras mera utforligt
I avsnitt 4.

15



16

3.2 Sakforhallandet

Sakforhallandet, eller det matematiska objektet, ar ett abstrakt eller ide-
alt matematiskt objekt eller ett problem uppkommet ur vardags-
erfarenheter. Det bor poangteras att semiotiken inte forutsatter en reell
existens av ett objekt, det vill sdga platonism. Som filosofisk position ar
platonismen hogst problematisk (se Engstrom 2001).

Hypostasering innehaller bade generaliserande och abstraherande
processer i en utveckling till ett mentalt objekt, vilket hanteras av mate-
matiker som om det existerade.

3.3 Representationens problem?

Ett matematiskt sakforhallande inte bara kan representeras® pa olika
satt, utan maste representeras pa nagot satt for att vi ska kunna operera
eller handla (vanligtvis rakna) och darigenom omvandla det pa nagot
satt. Genom att representera ett sakforhallande, tolkar vi det, det vill
saga tilldelar det en mening. Ett matematiskt sakforhallande framstalls
(representeras externt) genom ett aritmetiskt uttryck, en ekvation eller
olikhet, en integral eller differentialekvation. Genom ett regelstyrt ope-
rerande, det vill sdga vi utfor de aritmetiska operationerna (addition,
subtraktion, etc), l0ser ekvationen, beréaknar integralen, leder detta till
nya framstallningar av sakforhallandet, vars tolkning i den kontext vari
sakforhallandet ges ger ny information om detta sakforhallande.

Vid de flesta matematiska aktiviteter sker vid sidan av en regelstyrd
omformning av symboliska framstéllningar ocksa en 6versattning”
mellan olika framstallningar. Att bedriva matematik innebar vasentli-
gen ocksa en interaktion mellan manniska och framstallningsform (pa
ett papper eller en bildskarm).

Darvid uppkommer ett antal fragor: Vad ar det egentligen som fram-
stalls och hur framstalls det inom matematiken? Normalt ar det ab-
strakta, det vill sdga nagot som inte ar direkt tillgangligt for vara sin-
nen, relationer, till exempel ett tal som en kvantitativ relation, en ekva-
tion som en relation mellan tva variabla storheter, en funktion som en
relation mellan elementen i tva mangder. Dessa abstrakta relationer fram-
stalls genom skrivna symboler, eller kan numera ocksa materialiseras
som fornimbara objekt pa en datorskarm. Abstrakta relationer kan ocksa
materialiseras genom skriftsprak.



Ar de redan specifika abstrakta, som vi materialiserar i matematiska
symboler, eller blir de forst specifikt matematiska, genom att vi materia-
liserar dem pa ett specifikt, matematiskt, satt?

Det kan vara ekonomiskt att anvanda en och samma framstéallning
for olika matematiska sakforhallanden, men varfor anvander man olika
framstallningsformer for att materialisera ett och samma matematiska
sakforhallande.

Vad ar det for mening att skilja mellan objekt och dess representa-
tion, alltsa anta existensen av ett objektomrade bortom dess materiella
eller kognitiva framstallningsformer (det vill sdga bortom tecken och
interpretant — se avsnitt 4)?

Olika framstallningsformer

Man kan sprakligt beskriva hur nagon kastar upp en sten i luften, hur
stenen allt langsammare stiger, verkar stanna i luften och sedan borjar
att falla, allt snabbare och slutligen landar pa marken.

Denna framstéllning kan ocksa visas visuellt. Man kan har skilja
mellan ikonisk, schematisk och symbolisk framstallning.

oo t_h

) 0 0

' 1 10

\ 15 1125 h=vet-12g¢
' 2 10

'

, e 3 0

Figur 3.1: Ikonisk, schematisk respektive symbolisk framstallning (Pescheck
2000).

Den ikoniska framstéllningen gor en ndrmast kvasianalog beskrivning
av sakforhallandet, i form av ett forenklat fotografi”.

Den schematiska framstallningen fokuserar pa relationen mellan tid
och hojd. Tabellen gor det pa ett diskret satt och den grafiska framstéll-
ningen pa ett kontinuerligt satt. Bada framstéllningarna abstraherar fran
bestamda aspekter av sakforhallandet, nagot som fortfarande kan ses i
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den ikoniska framstallningen, att ett foremal kastas upp och vilket fore-
mal det handlar om och av vem det kastas.

Den symboliska framstallningen gar ett stycke langre. Den visar att
forhallandet mellan tid och hojd ar kvadratiskt, samt pa vilket satt hoj-
den ar beroende av utgangshastigheten och gravitationskraften. Den ger
ocksa mojlighet som de andra framstallningsformerna saknar att ge-
nom en regelstyrd omformning fa fram utgangshastigheten ur tid och
hojd.

Det som skiljer de olika framstéallningsformerna at ar:

« lkonisk framstéallningsform hanfor sig till reellt synbara omstan-
digheter och kan ge en forsta inblick i ett sakforhallande, stimu-
lera associationer och vara utgangspunkt for utvecklingen av sche-
matiska framstallningar, men tillhor egentigen inte matematikens
omrade. lkoniska framstallningar anvands sallan i matematiska
texter.

« Schematiska och symboliska framstallningsformer finner man da-
remot i varje larobok i matematik, varfér man maste forutsatta
att de vid sida av sprakliga framstéllningar ar sarskilt viktiga for
matematik och larandet i matematik. Genom dessa framstallnings-
former gors vissa aspekter av ett sakforhallande mer intressanta
an andra. Man maste kunna “’lasa” sadana framstéllningsformer,
sarskilt maste man veta vad man abstraherar fran.

Medan schematiska framstallningar ofta refererar till fornimbara mons-
ter i referenskontexten och abstrakta relationer framstélls med hjalp av
forbindningslinjer, pilar och sa vidare, sa framstalls sadana relationer i
symboliska framstallningar i formaliserad form, det vill siga med sym-
boler. Betydelsen av symboler maste dverenskommas eller forhandlas.
Symbolerna gors ofta generella genom att en bestamd symbol far star
for alla reella tal, alla punkter, eller alla integrerbara funktioner. Over-
gangen till detta symboliska plan kan beskrivas som ett uttryck for gene-
ralisering.

En annan skillnad ar att med symboliseringen foljer en 6kad
rorlighetsgrad. Ytterligare en skillnad ar att medan ikoniska och sche-
matiska framstallningar lamnar en storre utrymme for skilda tolkningar,
sa ar inneborden i symboliska framstallningar mer fastlagda, men ocksa
mer villkorade (Jag kallar denna funktion g.).



FOor matematikens del ar de bada framstallningsformerna viktiga,
framfor allt karakteriseras matematiskt arbete av en vaxling mellan sche-
matiska och symboliska framstéllningar.

Das Wechselspiel zwischen schematischer und symbolischer Darstellung
entspricht etwa dem Wechselspiel zwischen Intuition, Einsicht,
Ideengewinnung einerseits und syntaktischer Rechtfertigung, Kontrolle,
Auswertung andrerseits (Fischer 1984, s 157 citerat i Peschek 2000, s 8).

Den ovanstaende diskussionen leder till en rad fragor om forhallandet
mellan sakforhallande och framstallning:

« Hur kan man bortom representationen forestalla sig ett sakfor-
hallande?

« Finns det dver huvud taget ett matematiskt sakforhallande, en ab-
strakt relation, utan representation och hur ar det i sa fall ’néarva-
rande’?

« Existerar” inte ett matematiskt sakforhallande forst genom dess
representation, vilket innebar att det &r meningslost att tala om
representation av ndgot abstrakt? Ar inte framstallningar mer re-
presentation for nagot abstrakt?

« Om man, pa goda grunder, vill undvika att likstélla abstrakta re-
lationer och dess kognitiva eller materiella representationer, maste
man formulera det annorlunda:

« Konstituerar sig inte en abstrakt relation, det vill sdga ett matema-
tiskt objekt, forst genom handhavandet med representationen och
skapar sig en existens ocksa genom denna?

Av stort intresse for ovanstaende diskussion ar anvandningen av dato-
rer. Den ar for det forsta en specifik form av framstéllning och materia-
lisering av matematik, och for det andra kréver och producerar den vissa
framstallningar av matematiska sakforhallanden. Forstarker datorer
problemet med forhallandet mellan sakforhallandet och framstéllningen?

Man betonar ofta maojligheten av att kunna experimentera med olika
framstallningar och simulera olika utfall, det vill sdga framstéallningar.
Den snabba tillgangligheten till och véaxlingar mellan olika framstall-
ningar anses av manga stimulera och beframja begreppsforstaelsen och
matematisk kreativitet. Annu maste detta uppfattas som en hypotes att
prova.
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Representation som forestéllning

Att forstd nagonting innebar att kunna representera detta nagonting,
internt (forestallning) och externt. Varje kunskap yttrar sig eller formed-
las genom en intern representation, som forestallningar och betydelser.
Tecken kan forstas bade som intern och extern representation. Man kan
fran semiotisk synvinkel forsta larandet som en process av tillagnelse
och utveckling av representationssystem (Hoffmann & Seeger 2000).

3.4 Tolkning

FOr att forsta och kommunicera ett matematiskt sakforhallande maste
det representeras pa nagot satt, bade internt och externt. Att represen-
tera innebar att tolka. Vi tilldelar de tecken vi anvander for att represen-
tera sakforhallanden en viss mening. FOr att vi ska kunna forsta varan-
dra, det vill sdga for att kommunikationen ska bli framgangsrik och
rationell, maste det finnas en viss dmsesidighet och kongruens i denna
meningstilldelning.

Att studera tolkningsprocessen ar att fraga sig hur matematik kun-
skap, som ar bade nodvandig och universell, kan utvecklas; hur utveck-
las en kunskap som ar bade intersubjektiv, det vill séga alla kan ut-
veckla och darmed &ga den, och sjalvidentisk, det vill saga det &r samma
kunskap som férvéarvas av alla dem som férvarvar den? Ur matematik-
didaktisk synvinkel blir det intressant att kunna modellera denna mening-
stilldelning semiotiskt.
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4. Charles S Peirces semiotik

Charles Sanders Peirce (1839-1914) var grundare av pragmatismen och
anses vara en av den nordamerikanska kontinentens storsta filosofer.
Jag ska har diskutera Peirces teckenbegrepp samt det viktiga
abduktionsbegreppet. Abduktion kan ses som ett svar pa fragan hur ny
kunskap utvecklas.

Abduction is the process of forming an explanatory hypothesis. It is the
only logical operation which introduces any new idea (Peirce 1903: CP
5.171 citerad i Hoffmannn 1997).

Darmed ges ett mojligt svar pa den sa kallade inlarningsparadoxen.’

4.1 Teckenbegreppet

Peirces teckenteori® ar mycket komplex och differentierad. Den innehal-
ler en klassificering av olika teckenrelationer. Avsikten ar att karakteri-
sera alla de mojliga satt som vi lar kanna och representerar varlden pa,
vare sig detta galler emotioner, som kan uppsta nar man betraktar en
blomma, eller vetenskapliga teorier.

Peirce har sina filosofiska rotter hos Kant. Ett gemensamt drag hos
dem &r att verkligheten framtrader i nagra grundlaggande kategorier
inom ramen for vilka den forst blir uppfattbar. Vi kan enligt Kant inte
veta nagot om tinget i sig. FOr Peirce ar varlden endast tillganglig for oss
genom en foérmedling via tecken. Féremal har ingen betydelse i sig. For
tolkare av vérlden finns inga féremal, bara tecken. Tecken formedlar
mellan subjekt och objekt.

FOr Peirce rader det ett triadiskt forhallande mellan tecken, objekt
och interpretant.

Ett tecken ar nagot som for nagon star for nagot i viss bemarkelse eller
kapacitet. Det ar riktat till nagon, det vill sdga skapar ett motsvarande
tecken i personens medvetande, eller mojligen ett mer utvecklat tecken.



Tecknet som det skapar kallar jag interpretanten av det forsta tecknet.
Tecknet star for nagot, dess objekt (Peirce, citerat i Fiske 1990, s 63).

Foljande figur kan illustrera detta forhallande:

Tecken

Objekt Interpretant

Figur 4.1: Forhallandet mellan tecken, objekt och interpretant hos Peirce.

Tecken har en foremalslig sida, en materiell komponent (till exempel
symboler pa ett papper). En annan sida hanfor sig till att tecken har en
kulturhistorisk framvuxen och i en social interaktion manifesterad bety-
delse.

Ett objekt kan representeras genom olika tecken, och varje tecken
kan tolkas olika. Mdjligheterna till tolkning skiljer sig fran person till
person. Det innebér att en klassifikation av tecken inte handlar om att
sortera bestamda tecken i olika lador. Det &r alltid en fraga om vad det
enskilda tecknet betyder for en viss person. Darav foljer teckentolkning-
ens perspektivitet. Teckenbegreppet definieras genom att den triadiska
teckenrelationen aldrig foreligger avslutad utan alltid &r inbunden i en
teckenprocess.

Peirce arbetar med tre fundamentala kategorier, etthet (firstness),
tvahet (secondness) och trehet (thirdness). Dessa kategorier ersatter Kants
kategorier och ar grundlaggande for Peirces kunskapsteori.

Alla fenomen i verkligheten uppfattas antingen som enskilda eller
ocksa som delade pa tva eller tre element. Ettheten bildar utgangspunkt.
Den ar nagot i sig sjalv. Tvaheten ar nagot som star i relation till det
forra och treheten ar en férmedling av de bada andra.

Tecknet ar ett exempel pa trehet och bestar av tre led: representamen,
objekt och interpretant; eller uttryck, innehall och tillampningens sar-
art.



Varje tecken kan kategoriseras i enlighet med de tre satt pa vilka var
och en av de tre leden kan skifta: efter uttryckets egen natur, det slags
relation som sammanbinder uttryck och innehall och tillampningens
sarart (Sonesson 1992). Vi kan beskriva detta med figuren nedan:

Trichotomy | I. . [1.
of the of relation of of relation to
representamen | object interpretant
Category
Firstness gualisign icon rheme
Secondness sinsign index dicent
Thirdness legisign symbol argument

Figur 4.2: Peirces teckenklasser (N6th, 1990).

Interpretanten &r inte tecknets anvandare utan syftar pa “den egentliga
betecknande effekten’ (Peirce, citerat i Fiske, 1990, s 63). Interpretanten
av tecknet ar resultatet av anvandarens erfarenhet av tecknet och de
sammanhang dar detta ingar. Granserna satts av sociala konventioner.
Variationerna inom dessa ar en fraga om sociala och psykologiska skill-
nader mellan anvandarna (Fiske, 1990).

Den triadiska strukturen i Peirces teckenbegrepp motsvaras for var
del av spanningsfaltet mellan det matematiska sakforhallandet, repre-
sentationen och tolkningen, vilket jag diskuterat i avsnitt 3.

Varje teckendimension (objektet, tecknet for sig och interpretanten)
kan differentieras pa tre olika satt.

Objektrelationen

Peirce skiljer mellan tre olika objektrelationer ikon, index och symbol.
En ikon liknar objektet pa nagot satt; i ett index finns ett direkt sam-
band i verkligheten mellan tecknet och objektet; i en symbol saknas bade
likhet och samband. Ett fotografi ar en ikon, rok ett index som ar kopp-
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lat till (indikerar) eld och ett ord &r en symbol (Fiske 1990). Aven tecken-
typerna kan visas i en triadisk modell.

Ikon

Index Symbol

Figur 4.3: Forhallandet mellan ikon, index och symbol enligt Peirce.

Tecknet

Nar man betraktar tecknet for sig skiljer Peirce mellan qualitecken, sin-
tecken (av singular) och legitecken (av latinets lex). Senare anvander sig
Peirce aven av beteckningar, tone, token och type. Ett qualitecken &ar en
kvalitet som ett tecken kan anta. Det kan inte fungera som ett tecken
forran det ar forkroppsligat. Ett sintecken ar en faktiskt existerande sak
eller handelse som &r ett tecken. Ett legitecken ar en lag som &r ett tecken.
En sadan ar normalt uppstéalld av méanniskor. Varje konventionellt tecken
ar ett legitecken, men det omvanda géller inte.

Interpretantrelationen

Den tredje teckendimensionen avser de satt pa vilket en interpretant re-
presenterar ett tecken. Har skiljer Peirce mellan rhema (av grekiskans
ord), dici (anspelar pa satsen) och argument (anspelar pa ett argumentativt
sammanhang av satser).

Formagan till varseblivning och tolkning av tecknen ar inget givet,
utan kan vara ganska olika. Det ger varseblivningen och tolkningen en
hypotetisk karaktar. Varje varseblivning och tolkning uppfattas som
bildandet av en hypotes, eller som resultatet av en abduktion.



4.2 Abduktion

Abduktion innebér en tredje slutledningsform vid sidan av deduktion
och induktion. Begreppet ar mycket centralt hos Peirce och kan sagas
representera ett svar pa fragan hur ny kunskap utvecklas.

Peirces forfattarskap stracker sig 6ver en tamligen lang period pa 60
ar. Som for de flesta forfattare som arbetar 6ver en sa lang period sa
forekommer det Over tiden motstridiga pastaenden. Olika termer an-
vands for att beskriva eller bendmna samma fenomen och centrala be-
grepp genomgar en utveckling.

Runt 1890 intraffar ett brott i hur Peirce uppfattar abduktion. Det
forekommer vid den har tiden motstridiga uppfattningar, a ena sidan
abduktion som en intuitiv slutledning och & den andra sidan abduktion
som en logisk slutledning. Drygt 10 ar senare skriver Peirce att han
blandade ihop abduktion och intuition (se Kirkeby 1994, for en redo-
gorelse).

Den vanligast citerade definitionen av abduktionsbegreppet &r:

Ett 6verraskande faktum, C, observeras;
Men om A vore sant, sa skulle C vara en sjalvklarhet;
Foljaktligen finns det skal att anta att A ar sant.

Man kan saledes inte abduktivt sluta sig till A eller — om ni foredrar
den formuleringen — man kan inte abduktivt gissa sig till A forran
dess hela innehall redan &r narvarande i premissen: ”Om A vore sant,
sa skulle C vara en sjalvklarhet.” (Peirce 1990, s 237).

| en annan ofta citerad definition satts abduktion 6ver deduktion och-
induktion som slutledningsform:

Deduktion

Lag: Alla bonor i pasen A éar vita.

Faktum: Bonorna pa bordet kommer fran pasen A.
C-resultat: Bonorna pa bordet ar vita.

Induktion
Resultat: Bonorna pa bordet &r vita.
Faktum: Bonorna pa bordet ar fran pasen A.

C-lag: Alla bonorna i pasen A ar vita.
Abduktion
Lag: Alla bénorna i pasen A &r vita.

Resultat: Bonorna pa bordet &r vita.
C-faktum: Bonorna pa bordet ar fran pasen A (och inte fran pasarna B, C..).

(Peirce citerad i Kirkeby 1994, s 148f).
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| den forsta definitionen ar abduktionen en slutledning till en lagbun-
denhet, i form av en hypotes. | den andra en slutledning till ett faktum.

Abduktion kan uppfattas bade som principer for vardagslivets ve-
tande och det vetenskapliga vetandets speciella principer. Om det gar
att skapa en systematik for abduktionen blir den till en teori om sam-
bandet mellan vardagsspraket och vetenskapens sprak (se Kirkeby 1994
for en diskussion om detta). Darmed bortfaller problemet med att en
hypotes &r nagot man valjer eller konstruerar, skriver Kirkeby (1994).
Vardagsspraket ar den varld som avgransar mojliga hypoteser. Darige-
nom kan man finna ett begrepp, eller en samling av begrepp eller en
uppsattning relationer i vardagsspraket som foregriper varje vetenskap-
lig hypotes, framhaller Kirkeby. Aven om begreppen ar sprékligt vaga,
kan de vara tydliga som mentala férestallningar.



5. Avslutning

Tecken och representationer spelar en avgérande roll inte bara i
matematikundervisningen utan ocksa inom matematiken. Genom att
studera kommunikationsprocessen ur ett semiotiskt perspektiv 6verskrids
de begransningar som finns i traditionella kommunikationsstudier dar
man fokuserar pa sprakanvandningen.

Den matematiska praktiken liksom det matematiska tdnkandet ar
huvudsakligen icke-sprakligt. Det blir uppenbart nar man tanker pa
formagan att strukturera matematiska problem eller sakforhallanden.
Spatialt, diagrammatiskt och relationellt tankande, vilka kdnnetecknar
den matematiska tankeprocessen, kan inte representeras sprakligt.

Att betrakta matematikdidaktiska fragestallningar semiotiskt har
darfor klara fordelar. Darmed kan representationer av matematiska sak-
forhallanden, tolkningen och hur dessa kommuniceras tematiseras och
darmed ocksa grundlaggande fragor kring rationalitet och intersubjek-
tivitet.

Matematikdidaktiken behover utveckla semiotiska modeller for att
forsta hur rationalitet och intersubjektivitet uppkommer i kommuni-
kationsprocessen.
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Noter

! Traditionellt skiljer man mellan nomotetiska vetenskaper, till ex-
empel naturvetenskaperna, som syftar till att etablera allméanna
lagar och principer, och ideografiska vetenskaper, till exempel
humanvetenskaperna, som syftar till att beskriva vissa unika fore-
teelser.

2 FOr en djupare framstallning om semiotiken, dess ledande teoreti-
ker och grundbegrepp héanvisas till Winfried N6ths (2000) om-
fangsrika handbok.

3 Fragan om allmanbegreppen (till exempel tecken) &ar universalia,
det vill séga har en egen existens eller ej utgor innehallet i den sa
kallade universaliastriden. Har utkristalliserade sig historiskt tva
motsatta standpunkter. En, kallad realism, havdade att allmén-
begreppen har en egen och sjalvstandig existens utanfor det mansk-
liga vetandet. FOretradare for realismen ar bland andra Platon,
Frege, men ocksa nutida vetenskapsfilosofer som Karl Popper. Den
motsatta standpunkten brukar kallas nominalism, det vill saga
universalia ar bara namn pa egenskaper. Till sentida foretradare
raknas, bland annat Russell och den sena Wittgenstein. Wilhelm
av Ockham, en av realismens radikalaste kritiker under medelti-
den, foregriper i sin kritik en tredje standpunkt som benamns
konceptualism, det vill saga universalia existerar som begrepp
(mentala storheter) som har framkommit genom abstraktion.

4 IDM, Institut fur Didaktik der Mathematik, ar ett interdisciplinart
forskningsinstitut, som grundades 1973 genom anslag fran
Volkswagenwerks forskningsstiftelse. Har finns ett av de storsta
dokumentationscentra nar det galler matematikdidaktisk forsk-
ning i varlden. Antalet periodica uppgar till runt 160 och
monografierna omfattar c:a 40 000 band. Institutet leds av pro-
fessor Michael Otte. Institutet har spelat en avgtérande roll i ut-
vecklingen av den tyska matematikdidaktiska forskningen.



5 Min framstallning har bygger i stora delar pa Pescheck (2000).

® Den engelska termen representation har en tvetydig innebord som
motsvaras av de tyska Darstellung och Vorstellung, det férra mot-
svaras av extern representation och det senare av intern represen-
tation. Inom traditionell kognitiv teori ar den interna representa-
tionen en aterspegling av verkligheten. Utvecklingen inom neuro-
vetenskapen gor det dock svart att framhéarda i en sadan position,
da hjarnans processer styrs av interna regler. Kunskap ar embodied,
det vill sdga knuten till var hjarnas (och kropps) speciella satt att
fungera. Det gar inte att gora nagon skarp atskillnad mellan mind
och body.

" En central fraga for varje teori om larande ar att besvara hur ny
kunskap utvecklas. Ursprungligen finns inlarningsparadoxen for-
mulerad i Platons dialog om Menon. Man kan inte soka efter na-
got man vet, men inte heller efter nagot man inte vet. Vet man
nagot, sa soker man inte detta. Man vet det och behover saledes
inte soka efter det. Det man inte vet, kan man inte heller sbka
efter, eftersom man inte vet vad man soker. | ett svar pa Menons
paradox havdar Sokrates att forskande och larande inte ar annat
an erinring. Med sin speciella samtalskonst (majevtik) ansag sig
Sokrates kunna forlosa ett vetande som redan fanns. Genom efter-
tanke skulle det som tidigare var dunkelt nu framtrada i full da-
ger.

Det ar viktigt att uppmarksamma en viktig skillnad i Menons
paradox och det som i modern tid kommit att diskuteras som
inlarningsparadoxen. Hos Platon ar fragan om kunskap och icke-
kunskap knuten till objektet. Kunskapsobjektet &r idéerna. Sann
kunskap ar kunskap om objektens véasen. Efter Kants
kopernikanska vandning har vi en diskussion om séatten att er-
halla kunskap. Darfor bor paradoxen ses i ljuset av den kritik som
riktats mot Piagets utvecklingsstadier. Hur kan man med de
kognitiva medel som finns i ett utvecklingsstadium bilda starkare
kognitiva strukturer, vilka inte kan deduceras ur det foregaende
stadiet eller som kan vinnas genom induktion av erfarenheter?

8 Framstallningen bygger i huvudsak pa Hoffmann (2001) om inte
annat anges.
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