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MEDELSTA-MATEMATIK 111

ELEVERNA RAKNAR

- SAMMANFATTNING -

Foreliggande studie utgor del III av undersokningarna om Medelsta-
matematik. Den forsta delen publicerades 1990 och omfattade under-
sokningsdren 1977 och 1986. En andra del omfattande dren 1977,
1986 samt 2002 publicerades 2003. I del III presenteras en fordjupad
undersokning av de 15 procent ldgst presterande eleverna i Medelsta.
I rapporten betecknas dessa elever som elever med sirskilda utbild-
ningsbehov i matematik, SUM.

12003 &rs studie redovisades att den genomsnittliga prestationen
for den 15 procent lagst presterande vid slutet av arskurs 9, motsva-
rade en genomsnittselev i arskurs fyra. Dessa skillnader i elevernas
fardigheter kan observeras tidigt. I rskurs 3 motsvarar SUM-elevernas
genomsnittliga prestationer vad en normal elev i arskurs 1 presterar.
Skillnaderna 6kar under skolaren och nir SUM-eleverna natt slutet
av grundskolan ar de for linge sedan utslagna fran skolans matema-
tikundervisning.

I rapporten redovisas ocksd en jamforelse mellan elever med rela-
tivt sett hoga prestationer och SUM-elever samt en kvalitativ studie av
SUM-elevernas matematikkunskaper.

En genomgripande forandring synes nodviandig omfattande sko-
lans styrdokument, existerande undervisningspraxis i riktning mot var-
dagskunskaper samt en satsning pa utvecklingsarbete och forskning
om undervisning av SUM-elever.

Nyckelord: grundskola, konstruktivism, liroplan, matematik, sarskilda
utbildningsbehov, vardagsmatematik.
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1.1 MATEMATIKUNDERVISNING 1 STOPSLEVEN

I samband med den andra nordiska forskarkonferensen om matema-
tiksvarigheter som holls vid Orebro universitet i borjan av oktober
2003 presenterades den andra delen av Medelsta-studien (Engstrom
& Magne 2003). Den forsta delen, som omfattade 1977 och 1986 ars
undersokningar, publicerades 1990 (Magne 1990b). Det dr en av de
mest omfattande undersokningar av grundskoleelevers matematik-
prestationer som genomforts i Sverige. Studien vackte berittigad upp-
marksamhet i massmedia nir den fokuserade pa nagra centrala pro-
blem i skolans matematikundervisning, bland annat utslagningen av
elever med ldga prestationer i grundskolan. Situationen for denna
grupp 4ar ytterst prekar.

Medelsta ar pseudonym for en genomsnittlig svensk kommun som
valts ut for att representera ett “medelsverige”. I Medelsta testades
samtliga grundskoleelever vid tre olika tillfdllen 1977, 1986 och 2002.
Under den hir perioden pa 25 ar var tre olika laroplaner i kraft, Lgr
69, Lgr 80 samt Lpo 94. De sociala och kulturella forandringar som
skett i landet under denna period har ocksa skett i Medelsta. Vi har i
studien kunnat folja forandringar av skolans matematikundervisning
och i undervisningens utfall 6ver perioden. De méanga férhoppningar
om en forandrad matematikundervisning som knots till laroplansre-
formerna har knappast infriats. I stillet dr det stabiliteten i skolans
matematikundervisning som dr det mest pafallande.

Under de tva ar som gatt sedan studien publicerades har resulta-
ten fran andra undersokningar, sisom Matematikdelegationens be-
tankande (SOU 2004:97), den nationella utvarderingen av grundsko-
lan (Skolverket 2004a), PISA (Skolverket 2004b) och TIMSS (Skol-
verket 2004c), lett till en omfattande diskussion och ett ifrdgasittande
av skolans matematikundervisning. Fram har tratt bilden av en skola
i djupt forfall. Det kan dock pa goda grunder ifrdgasattas om grund-
skolelevernas matematikkunskaper har forsamrats sa drastiskt som
gors gdllande i massmediadebatten. Ingen av de undersokningar som
namnts ovan ger nagot entydigt stod for detta. Medelsta-studien
pekade tvdartom pa den anmairkningsvarda stabiliteten over 25 ars
tid av grundskoleelevernas matematikkunskaper. Detta betyder dock
inte att skolans matematikundervisning skulle vara utan problem,
tvartom.

I foreliggande rapport ska en fordjupad analys av matematikpre-
stationerna for de 15 procent lagst presterande eleverna i Medelsta
presenteras.
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1.2 ATT AVVIKA FRAN NORMEN

Ett grundldggande dilemma i alla utvecklade lander ar hur utbildnings-
systemet ska hantera elever som avviker fran den socialt-politiskt
utvecklade normen, antingen genom sina mycket svaga eller starka
prestationer som de uppvisar i den grundliggande matematikunder-
visningen. Dilemmat kan inte 16sas, bara hanteras. I vissa lander har
man sarskilda klasser eller skolor for dessa olika grupper. I andra
lander, som Sverige, negligeras dessa elever i stor utstrackning. Be-
gavade elever i matematik och elever som av olika skal inte klarar
skolmatematiken dr tva olika sidor av samma mynt.

Det har riktats kritik mot Medelsta-studien fran ledande mate-
matiker vid nagra av landets universitet for att vi inte har uppmark-
sammat situationen for elever med hoga prestationer i grundskolan.
Det ar korrekt satillvida att en viktig avgransning darvid har gjorts i
Medelsta-studien. Elever med hoga prestationer har inte varit fore-
mal for ndgon analys. De tester, Medelsta-diagnoserna, som har an-
vants har bara omfattat de elementira delarna av grundskolans stoff.
Att vi inte behandlar elever med hoga prestationer i matematik bety-
der inte att vi skulle vara av den uppfattningen att situationen for
dessa elever skulle vara tillfredsstillande eller att ”de klarar sig all-
tid”. Tvartom menar vi att elever med mycket hoga prestationer maste
ges en sdrskild uppmarksamhet i skolan. Den forskning som finns pa
omradet (se till exempel Kapnick 1998 och Stamm 2005) pekar pa
problemet med eftersatta matematikbegdvningar som underpreste-
rar eller till och med misslyckas i matematik. Diaremot ar det fel att
stalla satsningar pa elever med sarskilt laga respektive hoga presta-
tioner mot varandra.

Paradoxalt har den okade uppmarksamheten pa brister i skolans
matematikundervisning lett till att elever med mycket laga prestatio-
ner glomts bort. I Matematikdelegationens utforliga genomgang av
skolans matematikundervisning lyser dessa elever med sin franvaro.
Delegationen gor ett antal principiella stillningstaganden. Bland an-
nat framhalls att alla elever ska erbjudas en likviardig matematikut-
bildning. Man framhaller att detta inte innebar att alla skall f samma
undervisning, tviartom forutsitter den en varierad undervisning dar
hansyn tas till de studerandes sirskilda mojligheter eller svarigheter.
Det ar ett av de fa stillen dar dessa elever explicit behandlas i texten.
Vidare skriver man:
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Det dr var Overtygelse att alla barn och ungdomar som kan klara en
normal skolgang i 6vrigt ocksa har forutsattningar att tillgodogora sig
skolans matematikimne och na uppstillda mal, om de far utbildning
av kompetenta ldrare i en for alla god arbetsmiljo. En god och rele-
vant matematikutbildning skall erbjudas alla (SOU 2004:97, s 82).

Hittills har inget utbildningssystem i varlden lyckats med detta. Ty-
varr dr det sd att matematikdelegationen i stort sett negligerar elever
med mycket svaga prestationer. Talar man inte om dem, sa finns de
inte.

Misslyckanden i matematik ar ett stort problem i vara skolor. For
att fa en uppfattning av hur stort problemet ar kan vi studera resulta-
ten pa det nationella amnesprovet i matematik for arskurs 9 under de
senaste aren. I tabellen nedan redovisas andelen elever som inte ndtt
malen (EUM) for arskurs 9.

Tabell 1. Andel elever i procent som ej uppndtt malen (EUM) for arskurs 9 pa det
nationella zmnesprovet i matematik. Killa: Skolverket.

Ar 1999 | 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005

EUM (%) 12 16 13 14 10* 13 13

* Provet spreds pa Internet kort fore provdatum och bortfallet ir extremt stort varfor
denna uppgift ska tolkas med stor forsiktighet.

Eftersom uppgifterna pa amnesprovet skiljer sig fran ar till ar s kan
man inte uttala sig om huruvida eleverna blivit ”samre” eller ”battre”.
Bortfallet ar ocksa relativt stort. 2005 deltog endast 88 procent av
eleverna i hela provet. Detta trots att provet ar obligatoriskt.

Det ar stora skillnader mellan svenska elever och elever med ut-
lindsk bakgrund. Ar 2004 var det drygt 11 procent av de svenska
eleverna som inte uppnadde malen i matematik. Det var nastan dub-
belt sd stor andel, drygt 21 procent, av eleverna med utlindsk bak-
grund som inte uppnadde malen i matematik. Tittar man pa enskilda
skolor sd framtrader en tydlig bild av en segregerad svensk skola. I
nagra av Malmos invandrartita skolor var det ndstan hilften av
eleverna som inte fick godkiant i matematik nir de slutade arskurs
nio. De skolor som lyckades bast hade inga eller ndagra procent av
eleverna som inte fick godkant. Bilden av en likvirdig skola kracke-
lerar pa ett hogst oroviackande sitt.
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ATT KUNNA ELLER INTE KUNNA ...

Vi kommer att behandla elever med laga prestationer, eller sarskilda
utbildningsbehov i matematik (SUM), i denna framstallning. Det ror
sig om elever som skolan bedomt inte kunna matematik. Praktiskt
handlar det om elever som inte uppnatt betyget godkiand. I EU an-
vands uttrycket Special Educational Needs efter forslag 1978 i den
engelska Warnock-rapporten. Den undervisning som skolan anord-
nar for SUM-elever blir alltsd SUM-undervisning.

... BEROR PA LAROPLANEN OCH BETYGSSYSTEMET

Det finns manga som menar att det nya kursplane- och betygssyste-
met bara har synliggjort problem som alltid har funnits. Resultatet
skulle alltsd bestimmas i stor utstrackning av hur politikerna och
deras sakkunniga utformat laroplanen och kursplan med dess mal att
uppna samt pa betygssittningen i grundskolan. Vi far definitionen:
Att inte uppna liroplanens utbildningsmal eller, uttryckt pa annat sitt,
att inte fa betyget godkiand i matematik ar Sarskilt utbildningsbehov
i matematik (SUM). Operationellt kalkylerades i Medelsta-studien
med att omkring 15 procent ar SUM-elever. Omfattningen gar tillbaka
pa Magnes undersokningar fran 1950-talet.

Av det sagda inser ldsaren att vi betraktar att kunna eller inte
kunna matematik som en skolpolitisk-didaktisk bedomning. Det inne-
bar att vi i skolan bedomer elevernas prestationer efter de bestam-
melser om mal att strava mot eller mal att uppnd for eleverna som
finns i liroplanen och kursplanen.

Den som inte har borjat eller som avslutat skolgdngen bedoms
enligt andra krav. Vi kan dd beteckna prestationerna som SAM, det
vill sdga sarskilda arbets- (privata) behov i matematik. Andra opera-
tionella kategoriseringar som forekommer i litteraturen ar exempel-
vis en medicinsk bedomning och en socialt viarderad bedémning.

1.3 TIDIGARE FORSKNING OM DE
LAGST PRESTERANDES MATEMATIKKUNSKAPER

Vad kan SUM-eleverna i matematik? Magnes forsta mera omfattande
undersokning om lagpresterande elever i matematik har kallats 1955
ars Goteborgsundersokning. Den publicerades i olika omgangar (till
exempel Magne 1958, 1960). En foljande omfattande undersokning
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om matematikkliniker kallas ibland ”Karlskrona-undersokningen” (se
Magne 1973).

Magne har senare publicerat tva stora projekt angdende lang-
tidsutvecklingen om kunskaperna i matematik. Den ena gjordes i
Medelby (1990a), omfattande tva delundersokningar. Den forsta un-
dersokningen i Medelby genomfordes 1955 och da gillde 1919 ars
”undervisningsplan”. En andra undersokning skedde ar 1984 och vid
den tidpunkten gillde Lgr 80. Attadringarna i Medelby fick samma
uppgifter ar 1955 och 1984, efter det att de fatt ett ars undervisning i
folkskola, respektive grundskola. Trots de mycket stora skillnaderna
i laroplanerna visade sig olikheterna i kunskaperna ar 1955 och 1984
vara obetydliga. Slutsatserna var att

o effekten av de berorda laroplanerna var ringa, samt

* elevernas matematikprestationer var i stort sett jamforbara
1955 och 1984.

Varken uppgang eller nedgang kunde noteras. Vi dterkommer senare
med en undersokning av hypotesen att elevernas prestationer ar ratt
stabila over tid med hjilp av Medelsta-materialet.

Om Medelsta har Magne dels ensam (1998, 1990b), dels senare
tillsammans med Kerstin Thorn (Magne & Thorn 1987ab), dels med
Hannele Ikdheimo (Ikdheimo 1989, 1991) samt med Arne Engstrom
(Engstrom & Magne 2003) publicerat ett antal rapporter. Engstrom
analyserade olika aspekter pa Medelsta-undersokningarna (1991).
Erfarenheterna fran Medelby-projektet togs till vara. I Medelsta gjor-
des tre totalinventeringar av matematikprestationerna for samtliga
grundskoleelever i drskurserna 1-9.

Om svaga prestationer i matematik ar litteraturen omfattande.
Det ar stora svarigheter forbundna med sjilva studiet av kunska-
perna, framst pa grund av studiernas malsattning. Medicinsk forsk-
ning intresserar sig mest for afasifenomen. Pedagogisk forskning in-
riktar sig pa ofta pa felstudier. I bada fallen knyts forklaringsmodeller
mera till individen dn sociala samhillsfaktorer och undervisningsfak-
torer. Studiet har blivit ensidigt genom att forskarna huvudsakligen
uppmarksammat enskilda individers raknefardighet. Foreliggande ar-
bete soker fylla en lucka i litteraturen genom att 6versiktligt analysera
elevernas losningar av de 541 uppgifterna i Medelsta-diagnoserna.

Vi kan ocksa hinvisa till foljande aktuella bocker av handboks-
priagel om elevbesviar med matematikberidkningar av Ahmed, Wick-
man och Williams (2002), Engstrom (2003), Lorenz och Radatz (1993),
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Lunde, Hole och Hansen (1999), Lunde (2001, 2002), Magne (1998,
2003), Scherer (2002, 2003).

Pionjdren i fraga om studiet av raknefel 4r ungraren Paul Ransch-
burg (1905) som i en lang rad av skrifter fran och med 1905 behand-
lade fragan om skillnaden mellan riakneprestationer av genomsnitts-
barn och efterblivna barn. Bland andra tidiga studier finns insatser
av amerikanerna Scott (1916) och Staker (1917) som konstruerade
de tidigaste standardiserade aritmetiktesten. Flera ansatser kan no-
teras. De tidiga testforsoken var alla grupprov och utgick fran asso-
ciationsteorier (behaviorism) varigenom elevers mekaniska raknefar-
dighet blev foremadlet for matning. Clara Schmitt (1921) var forst
med att konstatera sa kallad specifik riaknesvarighet hos skolelever
(alltsa lag raknefardighet utan nedsatt inlarningsformaga). Stilbil-
dande testprodukter dr amerikanska Compass Diagnostic Tests in
Arithmetic av grupptestkaraktir med standardiserade resultattabeller,
som forsta gangen gavs ut 1925, och likasa Schonells engelska
grupprov Diagnostic Tests (1937). I Sverige utkom pa 1930-talet
Wigforss Rostad-prov och 1972 Magnes matematikprov. 1977 offent-
liggjordes for forsta gangen Magnes Medelsta-diagnoser.

En helt dtskild ansats representeras av det 1926 publicerade ame-
rikanska Buswell och John’s individualmetod, kallad Diagnostic Stu-
dies in Arithmetic. I England utkom Vernons individualprov i mate-
matik 1949. Det vdsentliga momentet i dessa test ar kravet att eleven
ska beskriva sitt beteende samtidigt som berdkningen utfors.

I Tyskland har nyligen de si kallade DEMAT (Deutsche Mathe-
matiktests) och HRT (Der Heidelberger Rechentest) publicerats. I
Schweiz finns bland annat ZAREKI (von Aster 2001). Se Hasselhorn,
Marx och Schneider (2005) for en 6versikt av tysksprakiga tester. I
Storbritannien finns sa kallade dyskalkylitester (se bland annat But-
terworth 2003, Butterworth & Yeo 2004).

Vid sidan av dessa exempel pa vetenskapligt utformade testfor-
faranden finns bade officiellt och privat utforda sa kallade diagnoser
av skilda slag, bland andra anslutna till examensprévning och ldro-
medelsuppfoljning.

Tendensen i forskningen torde vara att avrada fran standardise-
rade testprocedurer. Diagnosteorin brukar numera betona 6nskvard-
heten av att anvianda dynamiska diagnosmetoder (Lunde 2005), dar-
med asyftande att lararen bor ta hansyn till ett stort antal verksamma
faktorer i kunskapsbildningen. Forskningen hiarom befinner sig dock
annu i sin linda.
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Det ar vil bestyrkt att elever med olika neurologiska skador och
andra funktionsstorningar foreter lagre prestationer i matematiktest
dn elever utan sddana konstaterade funktionsstérningar. Vi vill ge
exempel pd undersokningar om sadana differenser.

Bist belysta dr matematikprestationerna hos begdvnings- och
inlarningsstorda skolelever. Redan i Ranschburgs tidigaste testningar
visade utvecklingshimmade elever lagre testresultat an ovriga. Dif-
ferensen mellan elever i hjdlpklass och normalklass har bedomts till
minst tre lasar (Landin 1950). 12 ar gamla elever i sirskola bedom-
des ha matematikkunskaper som svarade mot en genomsnittlig skolny-
borjare (7 ar) enligt studier av bland andra Johansson och Vemmenby
(1967, se Magne 1973). Detta motsvarar en matematikretardation
pa fem ar. Man har ocksa framfort teorier for att forklara dessa for-
hallande. Redan vid mitten av 1900-talet tolkade Cruickshank (1948)
detta salunda:

* dessa elever har svag abstraktionsformaga,

* de har torftigt sprak,

* de har svart att finna samband mellan férestillningar och
symboler,

* de har inte lirt sig praktisk tillimpning,

* de har omogna arbetsvanor.

Elever med funktionshinder eller organiska skador/hinder ir ett otill-
rackligt studerat omrade. Neurologiskt handikappade har bland an-
nat studerats av Malmgqvist (2001) och enligt honom ar elever med
rorelsehinder sena i sin matematiska kunskapsutveckling.

Horselskadade elever ar sparsamt studerade. Foisack (2003) och
Frostad (1998) visar sammanstallningar av testresultat dar man ofta
hivdat att dova och horselskadade kan vara forsenade omkring tre
lasar.

Ahlberg (1994, 2000), Ahlberg och Csocsan (1994), Ostad (1986ab,
1989) och andra har publicerat ssmmanfattningar dar blinda och gravt
synskadade angetts uppna i stort sett 15-17 procent ligre 4n normalt
seendes matematikresultat i test.

Affektiva och sociala storningar ar andra bristbranscher (Magne
1998). Emellertid ar det otillracklig kunskap ocksa om de lagst preste-
rande eleverna i vanliga skolsystem.
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1.4 RAPPORTENS UPPLAGGNING

I det inledande kapitlet ges en introduktion till rapportens tema: de
lagst presterandes, eller SUM-elevernas, matematikkunskaper. I det
andra kapitlet ges en sammanfattning av Medelsta-studiens andra
del samt en fordjupad studie av de femton procent lagst presterande
eleverna i Medelsta. Vi kan konstatera att redan tidigt kan stora skill-
nader mellan SUM-eleverna och de genomsnittliga prestationerna ob-
serveras. Skillnader som o6kar under grundskoledldern. I kapitel tre
studeras skillnaden mellan elever med relativt sett hoga och SUM-
elever med speciellt laga prestationer. I kapitel fyra redovisas en kva-
litativ analys av SUM-elevernas matematikkunskaper. I kapitel fem
diskuteras vardagsmatematikens betydelse for SUM-eleverna. I det
sjatte skissas ndgra drag i en forandrad matematikundervisning. Av-
slutande kommentarer ges i rapportens sista kapitel.






KAPITEL 2
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2.1 MEDELSTA-UNDERSOKNINGEN

Vi har alltsd studerat matematikkunskaperna hos alla grundskolelever
i Medelsta, en genomsnittlig svensk kommun, vid tre olika tillfllen: ar
1977, 1986 och 2002. Magne ledde de forsta tva undersdkningarna.
2002 ars undersokning utfordes av Magne och Engstrom. Tre mycket
olika laroplaner var i kraft: Lgr 69, Lgr 80 respektive Lpo 94.

Elevernas kunskaper provades i samtliga tre olika undersokningar
med ett och samma instrument, de 11 Medelsta-diagnoserna. Diag-
noserna togs fram i samarbete med larare i kommunen. Lirarna fram-
stillde onskemalet att uppgifterna skulle svara mot de kunskaper som
lirarna sjdlva viarderade som sirskilt viktiga. Testningsplanen illus-
treras med hjdlp av tabell 2.1. Tabellen visar att antalet uppgifter
varierar beroende pa arskurs, fran 59 uppgifter i arskurs 1 till 88 i
arskurserna 7-9. Varje elev testades med 2-4 diagnoser och varje
testningstillfille omfattade bara en av diagnoserna. Testningarna dgde
rum under en begriansad period under varterminen omkring 1 mars.
Avsikten var att de skulle ticka de elementira delarna av larokursen
i grundskolan.

Tabell 2.1 Testningsplanen for Medelsta-projektet.

. Diagnos
Ak
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
1 X X
2 b b b
3 b b X
4 b be b e
5 X X b
6 X X b
7 b b b b
8 X X X b
9 X X X X

For en redogorelse av uppgiftsanalyser, reliabilitet, validitet, bortfall
med mera hinvisas till kapitel fyra, Medelsta-projektets metod, i Eng-
strom och Magne (2003).

Varje uppgift analyserades utifrdn tre utgingspunkter: (1) Ars-
kurstillhorighet, (2) Stoffomraden samt (3) Behallningskriterium.
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(1) Dels klassificerades uppgiftens darskurstillhorighet, det vill saga
det kursmoment som respektive uppgift bedomdes tillhora i den ars-
kurs dar undervisningen rimligen syntes bora starta.

(2) Dels klassificerades innehallet enligt stoffomradena i kursplanen
i respektive liroplan. Dessa formulerades av Magne och Thorn (1987)
som en taxonomi for den elementira matematikundervisningen. I ele-
mentarundervisningen betraktas ofta de grundliggande matematiska
delomradena vara aritmetik, framst taluppfattning eller talsinne, och
geometri, formuppfattning och formsinne jamte matningar, som foresla-
gits av den norska matematikdidaktikern Ingvill Stedey (2005). For var
del utpekar vi dessutom problemlosning med matematisk sprakuppfatt-
ning (matematiskt sinne) som ett grundlaggande kunskapsomrade.

Vi utgick fran en ytterligare utvidgad uppdelning av stoffet med
foljande sex huvudomraden enligt Magne och Thorn. Studerar vi bris-
ter som finns hos SUM-elevgruppen inom de fem huvudomradena,
som medtas i undersokningarna, sa framkommer foljande:

1) Taluppfattning (T) har acceptabla losningsfrekvenser sa lange
det handlar om naturliga tal. Bristerna finns dnnu i arskurs 9,
men framfor allt for rationella tal (brdk och procent). SUM-
eleverna presterar ungefir samma resultat saval i de tidigare
som i de senare undersokningsaren.

2) Probleml6sning och sprakuppfattning (P) uppvisar genomga-
ende ratt ldga losningsfrekvenser och i stort sett lika alla dren.

3) Geometri och matningar (G) uppvisar jamforbara brister hela
tiden.

4) Rikning med de fyra riaknesitten (ASMD) klarar eleverna
utomordentligt daligt alla aren, sa linge de madste anvinda
traditionella uppstédllningar. De flesta lirare undvek att lita
eleverna anvianda minirdknare under testningarna.

5) Algebraiska problem (F) visar liga genomsnittsvirden.

6) Sannolikhetsldra och statistik (var ej representerat).

(3) Dels anvindes begreppet behallningskriterium. Inom forskningen
om inldrning brukar man anvinda sig av kriterier for behallningen
av larostoffet i undervisningen. Vi anger kriteriet for elevernas upp-
giftslosningar i procent. Saledes betyder 100 procent 16sningsfrekvens
att alla elever 16st en uppgift korrekt. 80 procent betyder att 8 av 10
elever utfort godtagbara losningar av uppgiften.
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Skolans undervisning bor dsyfta en sa hog behdllning som mojligt.
I var design har vi betraktat olika komplexitetsnivaer och skiljt mellan
4 ena sidan enkla uppgifter och andra sidan sammansatta uppgifter.
Sarskilt i enkla uppgifter, till exempel addition av ensiffriga tal, ar det
dessutom av praktisk betydelse att eleverna nar ett hogt behallnings-
kriterium. I komplexa uppgifter kan ett vida ldgre kriterium accepte-
ras. Som enkla betraktar vi uppgifter som representerar endast en ope-
ration inom ett av de angivna huvudomradena (till exempel: 5 - 3 = 2;
1 meter = 100 centimeter; ”Hur manga kronor far Per, om han far tva
kronor av mamma och tre kronor av pappa”). Eftersom uppgifterna i
Medelsta-diagnoserna befinner sig pa en elementir niva har vi ansett
de harda behallningskriterierna vara onskvirda. Kriteriet pa behall-
ning av enkla uppgifter finner vi kunna bestimmas till 90-procentig
l6sningsfrekvens. For sammansatta uppgifter pA Medelsta-nivan har
vi betraktat kriteriet 80 procent som en kanske acceptabel kunskap.
SUM-eleverna nar mycket sillan si héga behdllningsnivaer.

Vi kommer att nedan behandla nagra aspekter redovisade i 2003
ars rapport. For en utforligare redovisning av undersokningen hanvi-
sas till Engstrom och Magne (2003).

2.2 HUR PAVERKAR LAROPLANEN
KUNSKAPSUTVECKLINGEN FOR MEDELSTA-ELEVERNA ?

Huvudmalet fér de tre Medelsta-undersokningarna var att folja kun-
skapsutvecklingen i matematik, dels fran arskurs till arskurs, dels over
tid fran ar 1977 till ar 2002.

Vi undersokte hur eleverna i olika arskurser 16ste en given mangd
uppgifter vilka alla refererar till kursplanemalen. Forst finner vi att
elevernas kunskapstillskott 6kar for varje dar, men — for det andra —
att 6kningen blir mindre och mindre under de senare dren i grundsko-
lan. Jamfort med den 6- a 7-ariga folkskolan sa innebar skoltidsfor-
lingningen genom den niodriga grundskolans tillkomst att utbild-
ningen som helhet ger ett kunskapstillskott. Grundskoleeleverna li-
ser namligen matematik tva a tre ar lingre dn vad folkskoleleverna
gjorde med sin sex- a sjudriga obligatoriska skolgang.

Eftersom Sverige nu har en niodrig skola dr skolgdngen tva a tre
ar lingre 4n da landet hade folkskola. Annu i borjan av 1950-talet var
en visentlig andel av det obligatoriska skolvidsendet sjudrig. Vi tycker
oss finna att matematikprestationerna okar i och med att skolplikten
blivit niodrig. Kanske har vi anledning att stilla tesen att grundskolans
sextondringar vid avslutad skolgang kan mer matematik 4dn en sextona-
ring i det dldre skolsystemet.
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Ligger man dartill reflektionen att den svenska ungdomen sedan
nagot decennium uppmanas att fullfolja med studier i gymnasiesko-
lan, och i stor utstrackning gor det, uppstar nya tillskott genom den
utokade matematikinlarningen. Visst riktas hard kritik mot gymnasie-
ungdomarnas kunskaper i matematik, vilken kan vara berittigad, men
det maste tillstds att dessa ungdomar anvander ratt lang studietid at
matematikkurser i varierande program. Vi ar samtidigt medvetna att
kulturskribenter redan pa 1940-talet framforde hard kritik mot det
dldre skolsystemets effektivitet, grundat pa att varnpliktiga rekryter
uppvisade mycket svaga fardigheter och skolkunskaper.

Ett andra mal var att se om den allmidnna kunskapsutvecklingen
var likartad genom aren. Snabba eller hiftiga forandringar ar osan-
nolika. Var hypotes var att utbildningen mycket langsamt paverkar
elevbeteendet, sd ocksd i matematik. Eleverna antogs alltsd prestera
ungefar likartade testpoiang som 1977, 1986 och 2002.

Var tolkning ar att Medelsta-elevernas kunskapsutveckling 6ver-
ensstimmer med den stillda hypotesen. Det dr frapperande likheter i
friga om elevernas matematiska prestationsniva for de tre undersok-
ningsaren. Detta trots de stora skillnader som finns mellan de olika
laroplanerna (for en diskussion om skillnaderna i utgangspunkt och
innehall i de olika laroplanerna se kapitel 3 i Engstrom och Magne
2003). Vilken roll spelar d en fordndrad liroplan for matematikun-
dervisningens utformning och elevernas kunskaper? Var slutsats kan
inte bli annat 4n att den spelar en hogst forsumbar roll.

Hypotetiskt finner vi ocksa att skolutvecklingen kan gynna ma-
tematikprestationerna i grundskolan. Jamforelsen mellan resultaten i
arskurs 1 pekar pa en sannolikhet for okning ar 2002 i forhallande till
resultaten i de tidigare undersokningarna 1977 och 1986. En mojlig
forklaring ar att forskolan borjat uppmirksamma matematiken vil-
ket paverkat elevernas kunskapsunderlag. Liknande erfarenheter finns
fran USA, diar man genom Head Start-programmen i forskolan pa-
tagligt okat framfor allt de socialt eftersatta barnens forkunskaper i
matematik. Doverborg och Pramling Samuelsson (1999) har i en ut-
redning om saken fort fram liknande tankar. Det talar for en fortsatt
och forstarkt satsning pd matematik i forskoledaldern. Nyligen avslu-
tade langdsnittstudier i Tyskland tyder pa att en medveten och struk-
turerad satsning pa matematik for yngre barn kan forhindra att de
senare utvecklar matematiksvarigheter (se bland andra von Aster och
Lorenz 2005, Hasselhorn, Marx och Schneider 2005).

Saledes formodar vi att undervisningsforskningen 6verskattar ef-
fekten av laroplanernas styrning och starkt undervarderar den styr-
ning som sker i form av samspel mellan skolorganisatoriska krafter
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och sociala, etniska och ekologiska paverkningar. Detta samspel, kan-
ske manifesterat i direkt eller indirekt utbyte av matematikhandlingar
mellan vardagslivet och skolsysystemet sker i hog grad som en utom-
skolverksamhet.

2.3 SUM-ELEVERNA 1T MEDELSTA

De 15 procent ligst presterande eleverna (SUM-eleverna) studera-
des sirskilt i Medelsta. Forst en kort sammanfattning av nigra resul-
tat. Ett av de markligaste resultaten i alla tre Medelsta-undersok-
ningarna ar, att SUM-eleverna tillignar sig betydligt mer matematik
under de forsta fyra dren dn under alla dterstiende fem lasar.

Ocksa SUM-eleverna visade ett klart nytillskott av kunskaper
for varje lasar som de gick i grundskolan. Men tillskottet forvarvades
mycket ldngsammare och var mycket lagre an for de ovriga eleverna.
Nir de hunnit till arskurs 9, sd svarade matematikprestationerna mot
vad vanliga elever klarade i arskurs 4. De hade sedan linge blivit
utslagna fran skolans matematikundervisning.

Det finns varken 6kning eller minskning av frekvensen SUM inom
ramen fran 1977 till 2002 enligt de tre Medelsta-undersokningarna.

Vem bir ansvaret for misslyckandena? Det vet vi inte. Mdnga
anser att det ar eleven det beror pd. Men visst beror det till nigon del
pa matematikens abstrakta natur? Beror ndgot pa liroplanen? Un-
dervisningsmetoden? Eller pa lirarna? Kanske pd oss andra, omgiv-
ningen och familjen? Kanske pa sjilva skolsystemet? Da vi talar om
sadana yttre faktorer anvinds termen didaktogena faktorer.

”Matematiksvarigheter” kan fattas pd flera olika sitt, dels som ett
individuellt beteendeproblem att inte kunna matematik, dels som en kol-
lektiv kunskapsbrist i jamforelse mellan grupper av individer eller mel-
lan tidpunkter. I forsta fallet ror det sig om individuella olikheter av bio-
logisk natur dir eleverna varierar fran hoga till laga prestationer. I an-
dra fallet ar det friga om en allmidn kunskapsniva bibehalls, hojs eller
sanks for skolvisendet i dess helhet eller for delar av skolvasendet.

Vi betonade i Engstrom och Magne (2003) att jamforande skol-
undersokningar dr svara att genomfora och ratt otillforlitliga. Pa
grund av reliabilitets- och validitetsbrister kan man sillan pavisa
effektskillnader mellan skolorganisatoriska betingelser. Ett exempel:
1950-talets undersokningar av skillnader mellan traditionell och mo-
dern matematik (som i IMU-projektet).

I tabell 2.2 visar Medelsta-diagnosernas medelvarden for 2002, 1986
samt 1977 i nimnd ordning for de olika diagnoserna och arskurserna.
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Tabell 2.2. Oversikt 6ver Medelsta-diagnosernas medelvirden 2002, 1986 samt 1977.

Diagnos | Ak1 | Ak2 | Ak3 | Ak4 | Ak5 | Ak6 | Ak7 | Ak8 | Ak 9
28,3
1 28,1
27,1
20,0
2 20,0
19,0
25,6
3 25,2
24,5
23,4
4 23.4
242
16,3 | 18,8
5 16,4 | 18,7
16,5 | 18,8
18,6 | 22,9
6 21,3 | 23,1
21,0 | 23,1
14,6 | 22,3 | 23,6
7 16,6 | 20,9 | 23,3
20,4 | 20,0
10,6 | 13,7 | 14,8 | 14,4 | 15,1 | 14,7
8 11,6 | 14,2 | 14,9 | 154 | 15,7 | 15,9
13,4 | 156 | 17,0 | 16,4 | 16,0 | 15,0
154 | 16,3 | 16,7 | 17,7 | 17,5
9 15,1 | 17,1 | 18,0 | 18,1 | 18,4
17,0 | 18,4 | 18,4 | 19,0 | 19,5
12,2 | 12,8 | 13,6 | 14,0
10 12,5 | 14,2 | 15,5 | 14,8
14,8 | 14,2 | 14,8 | 15,8
12,1 | 13,4 | 14,0
11 14,3 | 16,8 | 16,8
15,9 | 15,5 | 17,1

Den valda designen i Medelsta-studien mojliggor att vi kan studera
ett flertal aspekter av matematikundervisningen. Anvindningen av
samma diagnos i flera arskurser mojliggor att vi kan folja elevernas
fardighetsutveckling fran arskurs till arskurs pa itemniva for hela och
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delar av elevgruppen for de tre undersokningsaren. Vi presenterade
resultaten av en sddan studie i 2003 ars Medelsta-rapport. Hir foljer
nu en fordjupad redogorelse for en av diagnoserna.

2.4 DET SPECIELLA FALLET MED DIAGNOS §

Lat oss vilja diagnos 8 for att illustrera fardighetsutvecklingen med
hjilp av diagnoserna eftersom den foljer eleverna i s manga som sex
arskurser — fran och med fyran till och med nian. I tabell 2.3 redovisas
l16sningsfrekvenserna for diagnos 8 for olika arskurser under de tre
undersokningsaren.

Tabell 2.3. Losningsfrekvenserna for uppgifterna i diagnos 8.

Arskurs
Item
4 5 6
2002 | 1986 | 1977 | 2002 | 1986 | 1977 | 2002 | 1986 | 1977
74 77 77 87 85 77 90 86 87
71 82 85 90 89 76 92 95 89
57 78 87 81 82 74 92 85 89
54 65 60 61 76 77 75 77 79
59 66 69 66 78 79 71 75 83

53 66 56 73 73 80 75 78 87
86 91 (22) 92 94 (80) 96 96 (80)
25 38 (81) 37 49 (89) 54 53 (96)

lOo|m|lo|Z2|2 | |Rl—=|=|Z|0|m|m|O|O|= >

49 56 (57) 66 70 (56) 74 89 (73)
79 76 76 83 91 72 87 89 73
58 67 69 66 72 84 71 77 85
77 80 85 90 89 93 87 92 91
69 71 70 79 82 77 80 86 85
16 21 54 83 73 73 86 83 88
51 40 58 85 83 74 91 90 91
69 69 72 82 81 77 88 86 88
63 67 61 77 78 79 87 97 90
53 55 48 72 78 76 78 83 85
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Tabell 2.3, forts. Losningsfrekvenserna for uppgifterna i diagnos 8.
Arskurs
Item 7 S 9

2002 1986 | 1977 | 2002 | 1986 | 1977 | 2002 | 1986 | 1977
A 93 92 87 93 94 87 94 93 88
B 94 98 97 94 98 97 99 97 97
C 90 91 920 94 94 89 92 95 87
D 64 81 77 81 83 84 82 89 77
E 70 79 79 74 79 81 78 86 83
F 84 88 88 87 94 74 78 95 78
G 94 98 (70) 98 99 (86) 96 99 (73)
H 44 50 (98) 51 54 (96) 44 59 (98)
I 80 69 (63) 75 73 (66) 71 74 (72)
J 89 920 74 93 92 69 90 920 77
K 70 81 81 66 80 84 79 86 87
L 88 90 86 86 93 90 85 94 95
M 69 89 81 77 83 81 77 87 80
N 83 88 87 92 91 84 88 920 87
o 90 920 85 93 95 95 91 94 91
P 83 86 85 89 87 79 81 89 92
Q 79 89 83 83 87 79 75 90 88
R 75 83 78 79 88 75 70 83 75

Anm. Parentes betyder att uppgiften dr dndrad till ndsta undersokning av praktiska

skal.

Figur 2.1 pa nista uppslag visar de uppgifter som ingar i diagnos 8.
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Figur 2.1. Uppgifter ingdende i diagnos 8.
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Figur 2.1 forts. Uppgifter ingdende i diagnos 8.
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Som synes innehaller diagnos 8 manga sidana uppgifter som svarar
mot de mest elementdra basfardigheterna i taluppfattning (det vill siga
huvudsakligen uppgifter om naturliga tal), geometri och mitning samt
raknesitten.

Taluppfattningen forutsittes stracka sig till fem- a sexsiffriga tal
(se uppgifterna A-E och M). I uppgiften F finns tal i decimalform.

Ett syfte med diagnos 8 dr att finna hur eleverna i arskurserna 4-9
lyckas med en och samma uppsittning av ytterst elementira uppgifter.
Vi uppfattar en riaknefirdighet sd, att den bor na ett kriterium pa
inemot 100-procentig korrekthet. Om missarna blir alltfér manga
besitter eleven en otillracklig fardighet. Missar en elev halva antalet
utrakningar, har den eleven knappast en praktiskt anvandbar fardig-
het. Fragan blir da: Hur ser graden av korrekthet ut?

Eleverna antogs ha tillging till minirdknare och anvinde i 6vrigt
bara penna, radergummi och millimetergraderad linjal som hjilpme-
del. Elever som avstod fran minirdknare hade ett rutniat pa blanketten
dar de kunde placera in talen i en konventionell uppstallning. Det visade
sig emellertid att testningarna kom att utforas helt utan minirdknare
men med sedvanliga uppstillningar. Det kan for 6vrigt framhallas att
lirarna kom Overens om att lata eleverna rikna utan minirdknare. Det
ar bara nagon ldrare som rapporterat att enstaka elever sporadiskt
fick gora ndgon utrikning med minirdknare, till exempel pa grund av
fysiska handkapp.

Man ser att arskurs 4-eleverna till och med i sa enkla fall som att
skriva talet tjugofem tusen med siffror bara nar 75-procentig fardig-
het. Redan i arskurs 6 ar 16sningsfrekvensen for denna talskrivning 90-
procentig, liksom att ange hur manga minuter det gar pa en timme 3
minuter eller att multiplicera 60 - 100 eller 6 - 149. Variationen ar obe-
tydlig fran ar 1977 till ar 2002. Losningsfrekvenserna hojs genomsnitt-
ligt for diagnos 8 efter drskurs 4. Arskurs 9 presterar som synes nistan
90 procent pa diagnos 8 i uppgifter dir arskurs 4 inte ens nar tva ratt
av tre. Genomsnittet for diagnos 8 dr siledes for eleverna i 2002 ars
undersokning (se tabell 2.4):
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Tabell 2.4. Losningsfrekvenser i procent for diagnos 8 dr 2002.

Arskurs | Losningsfrekvens i procent
4 59
5 76
6 82
7 80
8 84
9 81

SUM-elevernas behallning jamford med hela Medelstas elever framgar
av att samtidigt studera tabellerna 2.4 och 2.5. Av tabell 2.5 ser man att
det dr mycket stor skillnad mellan medelvirdena for totala elevgruppen
i arskurs och de 15 procent lagst presterande (SUM-eleverna).

Sarskilt intressant ar diagnos 8, ty med denna kan man prova hur
eleverna rdaknat i alla drskurserna 4-9. Det gor att vi bland annat
kan jamfora prestationerna hos drskurs 9:s SUM-elever i forhallande
till hur eleverna i arskurserna 4, 5, 6 och 7 har riaknat.

Tabel 2.5. En jamforelse mellan hela drskursen och SUM-eleverna i drskurs 9 ar 2002.

Diagnos Alla elever SUM-elever
8 81 64
9 79 59
10 64 29
11 54 12
8-11 68 41

Som framgar av tabell 2.5 har SUM-eleverna i arskurs 9 med 64 pro-
cent bara obetydligt hogre losningsfrekvens i diagnos 8 dan genomsnit-
tet for hela arskurs 4 enligt tabell 2.4, men ligger klart under genom-
snittet 76 procent for drskurs 5. Vad betriffar diagnoserna 9-11, sa
har nians SUM-elever avsevirt lagre losningsfrekvenser an arskurserna
5-7. Den genomsnittliga prestationen for SUM-gruppen i drskurs 9 mot-
svarar alltsd prestationerna for en genomsnittlig elev i arskurs 4. Nar
de lagst presterande eleverna i drskurs 9 far sina slutbetyg, har de for
lange sedan slagits ut fran skolans matematikundervisning.
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2.5 SUM-ELEVER OCH ICKE-SUM-ELEVER

Lat oss nu undersoka kunskapsutfallet f6r den totala populationen dn
en gang och direfter jamfora med SUM-eleverna. Ett syfte dr att
anvianda diagnoserna for att studera hur elever i en ligre klass och
en hogre klass loste samma uppgifter. Tabell 2.6 visar medelvarden
for de diagnoser som anvindes i fler 4n en arskurs.

Tabell 2.6. Oversikt 6ver medelvirden fér gemensamma diagnoser 2002, 1986 samt 1977.

Diagnos Ar Arskurs
2 3 4 5 6 7 8 9
5 2002 | 16,3 | 18,8
(22)* | 1986 | 16,4 | 18,7
1977 | 16,5 | 18,8
6 2002 18,6 | 22,9
(27)* | 1986 21,3 | 23,1
1977 21,0 | 23,1
- 2002 14,6 | 22,3 | 23,6
(27)* | 1986 16,6 | 20,9 | 23,3
1977 20,4 | 20,0
g 2002 10,6 | 13,7 | 14,8 | 14,4 | 15,1 | 14,7
(18)* | 1986 11,6 | 14,2 | 14,9 | 15,4 | 15,7 | 15,9
1977 13,4 | 15,6 | 17,0 | 16,4 | 16,0 | 15,0
9 2002 154 | 163 | 16,7 | 17,7 | 17,5
(22)* | 1986 15,1 | 17,1 | 18,0 | 18,1 | 18,4
1977 17,0 | 18,4 | 184 | 19,0 | 19,5
10 | 2002 122 | 12,8 | 13,6 | 14,0
(22)* | 1986 12,5 | 14,2 | 15,5 | 14,8
1977 14,8 | 14,2 | 14,8 | 158
11 | 2002 12,1 | 13,4 | 14,0
(26)" | 1986 14,3 | 16,8 | 16,8
1977 159 | 155 | 17,1

* Inom parentes anges antalet item per diagnos.
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Arskurs 1 dr den enda arskursen som inte kan jimforas med andra
arskurser. Alla ovriga arskurser hade minst en diagnos gemensam
med nagon annan arskurs.

Vi kan for alla diagnoser utom nr 1 och nr 2 gora jamforelser
mellan dtminstone tva arskurser. Om vi viljer 2002 4rs undersokning
framgar det av tabellen att elevernas arskursvisa kunskapstillskott
ar betydande under de forsta arskurserna 2-6. Vi anger detta i stan-
dardspridningsenheter s. Saledes ar det fran arskurs 2 till 3 ett till-
skott pd +0,7 s matt utifran diagnos 5. Fran arskurs 3 till 4 ar det ett
tillskott i diagnos 6 pa +0,3 s och i diagnos 7 pa +1,4 s. Fran arskurs 4
till drskurs 5 finner vi for diagnos 7 ett tillskott pa +0,3 s och for
diagnos 8 sd mycket som pa +0,9 s. Vidare kan sagas att i det foljande
tillskotten blir allt mindre. Differensen mellan arskurserna 5 och 6
uppgar inte till mer dn +0,3 s matt med diagnos 8 samt bara +0,2 matt
med diagnos 9.

Hur forhéller det sig med SUM-eleverna for aret 2002? Lat oss
forst gora en komplettering med foljande data for jamforelse av medel-
vardena och standardspridningarna i diagnoserna 1-4:

Tabell 2.7. Jamforelse mellan SUM-elever och hel drskurs.

Arskurs 1
Diagnos 1 M s Diagnos 2 M | s
Hela populationen 28,4 | 5,0 | Hela populationen | 20,0 | 4,4
SUM-eleverna 19,6 SUM-eleverna 13,4
Arskurs 2
Diagnos 3 M s Diagnos 4 M | s

Hela populationen | 25,6 | 1,9 | Hela populationen | 23,4 | 3,4
SUM-eleverna 22,7 SUM-eleverna 17,3

Differenserna mellan SUM och icke-Sum-elever i arskurserna 1 och
2 ar mycket tydliga. I bada arskurserna uppvisar SUM-eleverna sa
mycket ldgre prestationer dn de 6vriga eleverna att vi far standard-
spridningsmatt pa omkring —1,5 a —1,8. SUM-eleverna har alltsa re-
dan pa varterminen i ettan ett underskott som svarar mot en andel av
fordelningens yta pa endast forviantade cirka 4 4 5 procent. Det ar
alltsa ett mycket svagt resultat av inlarningen.

Vi hianvisar ocksa till tabell 2.2 och till tabell 2.8. Forstnaimnda
tabell visar medelviardena i samtliga Medelsta-undersokningar fran
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1977 till 2002. I sistnamnda tabell har vi sammanfort SUM-medel-
vardena for ar 2002. Man kan ldsa ut hur SUM-elevernas matema-
tiska prestationer utvecklar sig arskurs for arskurs fran varterminen
i arskurs 1 till och med varterminen i arskurs 9. I det foljande ska vi
jamfora SUM-eleverna med eleverna i hela skolvisendet.

Av dessa jamforelser framgar omedelbart att SUM-eleverna er-
hallit mycket laga testresultat i forhallande till Medelsta-populatio-
nen. Vi ar medvetna om att vi stallt en delmangd av eleverna (SUM)
mot hela elevgruppen. Skulle vi gjort en uppdelning mellan SUM och
icke-SUM hade kontrasten framstatt korrektare och med den skillna-
den att differenserna blivit sd mycket storre.

Tabell 2.8. Oversikt 6ver medelvirden for SUM-eleverna i 2002 ars undersékning.

Diagnos Medelvirden for SUM-elever i arskurs

1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 19,6
2 134
3 22,7
4 17,3
5 10,1 | 15,0
6 9,3 17,3
7 54 |155 [17,9
8 53 |84 [11,0 [10,1 [11,1 [11,5
9 81 |10,1 | 9,6 [12,6 |13,9
10 45 |41 44 |63
1 24 |20 |32

Framfor allt dr det i arskurserna 7-9 som kunskapsskillnaden fram-
star som iogonenfallande, for att inte sidga rent katastrofal. Medan
exempelvis SUM ar 2002 i arskurs 9 uppnar genomsnittet 3,2 i diag-
nos 11 presterar icke-SUM medelvirdet 22,4 av 26 mojliga 16sningar
(hela populationens medelvirde dr 14,0).

Vi har redan funnit att SUM-eleverna i drskurs 9 har en medelpre-
station som ungefarligt motsvarar vad arskurs 4 presterar genomsnitt-
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ligt. T tabell 2.9 ger vi ytterligare informationer. Tabellen visar att
nionde arskursens SUM-genomsnitt ligger pa +0,3 s (standardsprid-
ningsenheter) av fyrans och pa femmans genomsnitt, da vi gor be-
domningen med diagnos 8. Anvander vi i stdllet diagnos 9, far vi
underskottet —0,5 s i relation till drskurs 5. Med hjilp av diagnoserna
10 eller 11 blir det —1,2 s jamfort med arskurs 6, respektive —1,5 s i
jamforelse med arskurs 7.

Vi kan fortsiatta med att studera utfallet av SUM-elevernas pre-
stationer. Vi ser pa rutan hogst upp till vanster i tabell 2.9. Vi avlaser att
SUM-eleverna i arskurs 3 har ett medelvarde som med 0,4 standard-
spridningsenheter understiger samtliga andra drskursens elevers med-
elvarde. I arskurs 3 forlagger diagnos 5 SUM-medelvardet till -0,4 s
av elevmedelvirdet i 4k 2. Alltsa en fardighet som kanske kan jamstal-
las med vad eleverna presterar i slutet av arskurs 1.

Tabell 2.9. Sammanstillning for att illustrera differenserna i medelvarden mellan SUM-

elever och icke-SUM-elever i 2002 drs Medelsta-undersokning.

Arskurs | Differensens storlek métt som standardspridningsenhet Gver,
respektive under medelvardet for den lagre drskursen
(s = standardspridningsenhet).
Diagnos
5 6 7 8 9
-0,4 s lagre | -1,7 s lagre | —1,6 s lagre
SUM- SUM- SUM-
3 medelvirde | medelvirde | medelvirde
an for icke- | dn for icke- | an for icke-
SUMidk 2| SUMidk 3| SUM ik 3
-0,3 s lagre [ —1,8 s lagre | —1,5 s lagre
SUM- SUM- SUM-
4 medelvarde | medelvirde | medelvirde
an for dk 3 | an for icke- | 4n for icke-
SUM ik 4| SUM i dk 4
+0,6 hogre | —0,8 s lagre | =2,0 s lagre
SUM- SUM- SUM-
5 medelvirde | medelviarde | medelvirde
an for icke- | dn for icke-| an for icke-
SUMidk 3| SUMiak4| SUMiédk 5
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Tabell 2.9. Fortsattning fran foregaende sida.

Arskurs | Differensens storlek mitt som standardspridningsenhet 6ver,
respektive under medelvardet for den lagre arskursen.
(s = standardspridningsenhet)
Diagnos
8 9 10 11

Ungefar lika -1,2 s lagre -2,0 s lagre
med medel- SUM- SUM-

6 virden for medelvirde dn | medelvirde dn
SUM i ak 6 for icke-SUM | for icke-SUM
som icke-SUM | i dk § idk 6
i dk 4
+0,2 s hogre | -1,5 s lagre -1,8 s lagre -1,8 s lagre
SUM- SUM- SUM- SUM-

7 medelvirde dn | medelvirde 4n | medelvdrde dn | medelvarde an
for icke-SUM | for icke-SUM | for icke-SUM | for icke-SUM
iak 4 idk S idk S idk 7
+0,2 s hogre -1,5 s lagre -1,8 s lagre -1,8 s lagre
SUM- SUM- SUM- SUM-

8 medelvirde dn | medelvarde 4n | medelvdrde dn | medelviarde an
for icke-SUM | for icke-SUM | for icke-SUM | for icke-SUM
iak 4 idk S idk S idk 7
+0,2 s hogre | -0,5 s lagre -1,2 s lagre -1,3 s lagre
SUM- SUM- SUM- SUM-
medelvirde dn | medelvirde dn | medelvirde dn | medelvarde an
for icke-SUM | for icke-SUM | for icke-SUM | for icke-SUM

9 iak 4 idk S idk 7 idk 7

Ungefar lika
medelvirden
for SUM 1 8k
9 som icke-
SUM ik 5

-1,5 s lagre
SUM-
medelvirde in
for icke-SUM
1dk 9

For arskurs 4 hamnar SUM-medelvardet pa —0,3 s for arskurs 3 en-
ligt diagnos 6. SUM-eleverna tolkas ha en fardighet pa en ldgre niva
an varterminen i arskurs 2.

Arskurs 5 kan bedémas med ledning av bade diagnos 7 och 8: SUM-
eleverna presterar ungefar jamnt med arskurs 3 enligt diagnos 7, men
-0,8 s av elevmedelvirdet i arskurs 4 enligt diagnos 8. Prestationen i
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diagnos 9 jamfort med icke-SUM-kamraterna i arskurs 5 ligger pa —
2,0 s. Matematikprestationerna kan bedomas ligga som hogst pa ars-
kurs 3:s niva vid mitten av lasaret i arskurs 5.

I arskurs 6 kan jamforelsen med diagnos 8 tolkas som ungefar
lika med medelvardet for arskurs 4 och med diagnos 9 som —1,2 s av
arskurs 5:s medelvirde. Saledes kan fardigheten bedomas som lig-
gande pa arskurs 3.

Arskurs 7 uppvisar prestationer som enligt diagnos 8 ligger +0,2 s-
enheter hogre dn for arskurs 4, och enligt diagnoserna 9-11 pa nivaer
som mycket starkt understiger arsgenomsnitten for arskurserna 5-7.

Arskurs 8 har fortfarande ett Gverskott i relation till rskurs 4
men underskott i ovriga jamforelser med arskurserna 5 och 6.

Inte desto mindre kan Medelstas SUM-elever anses ha okat sina
matematikprestationer under skolgangen. Detta framgar av tabell
2.8 som aterger medelvirdenas tillvaxt under loppet av grund-skolan.
Vi ser att 6kningen fran ar till ar gar snabbast i arskurserna 1 till §
och sd smaningom gar allt langsammare. Den stannar dock inte upp
helt och hallet.

Nu dr SUM-eleverna langt ifrin nagon enhetlig ”grupp” eller
”kategori” av individer. Det forsta vi maste konstatera ar att det dr
ratt avsevarda individuella skillnader i kunskaper. Nagra SUM-elever
befinner sig ndara godkidnd-griansen och kan forvintas utan alltfor
stora anstrangningar bli godkinda efter en forbattrad undervisning.
Andra elever saknar i utomordentligt hog grad en beredskap att till-
dgna sig de manga komplexa kursmoment som utgoér mal att uppna
for elevernas inliarande. Till detta ska vi dterkomma senare.

Sammanfattningsvis gor vi den reflexionen

* att SUM-elevernas matematikkunskaper okar nagot fran ars-
kurs till drskurs,

e att SUM-eleverna tidigt i grundskolan uppvisar lagre presta-
tioner dn genomsnittseleven, och att skillnaderna 6kar under
grundskoletiden,

e att arskurs 9 har en genomsnittsstandard for SUM-eleverna
som 4r i nivd med vanliga elevers genomsnitt i arskurs 4,
eleverna ska da borja i gymnasieskolan,

* att ett mycket stort antal skolorganisatoriska betingelser sam-
verkar till att elever i skolan har bittre eller simre behallning
av matematikundervisningen. Detta betecknar vi som faktor-
samspels-modellen.
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EN KONTRASTERANDE STUDIE MELLAN ELEVER
MED RELATIVT SETT HOGA OCH SUM-ELEVER
MED SPECIELLT LAGA PRESTATIONER
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3.1 FELSTUDIER

Felanalyser kan som redan Ranschburg papekade vara utgangspunk-
ten for en stodundervisning, upplagd sa att eleverna med inlarnings-
problem kan fa en effektiv hjalp. Undersoker man de registrerade fel
som gjorts i Medelsta ar 2002 kan man inte pdstd att de tusentals
felen utforts av de 2 432 eleverna. Det ar i toppskiktet fa eller inga
fel. I bottenskiktet samlas merparten av de producerade felen. Vi kan
finna av tabell 3.1 att de drygt ett tusen eleverna 6ver medianen har
till och med farre fel an de cirka 300 SUM-eleverna. En tredjedel av
eleverna gor over tva tredjedelar av felen. Saledes ar det forhallan-
devis fa elever som gor manga fellosningar.

En felstudie med inriktning pa att studera kontrasterna mellan
ytterlighetsgrupper av elever kan visa pd utvdgar att planera under-
visningen for eleverna med laga prestationer. Till att borja med ar
fordelningarna av elevernas losningar eller 16sningsforsok i tabell 3.1
tankevickande. Vi kan forst se pa eleverna 6ver medianen (O-eleverna).
De har losningsfrekvenser pa over 90 procent i 6ver hilften av upp-
gifterna, i arskurserna 1-5 langt 6ver hilften.

Hos de tidiga arens SUM-elever adr det relativt sallsynt med 10s-
ningsfrekvenser over 90 procent och dnnu liagre dr andelen i grund-
skolans sista ar. S4 manga som inemot var tredje till var annan SUM-
elever saknar i stort sett den av kursplanen forutsatta l6sningsforma-
gan for arskurstypiska uppgifter redan under de forsta aren. Under
de sista dren ar det som tidigare sagts en narmast katastrofal situa-
tion. Det ir stark kontrast mellan O-eleverna och SUM-eleverna.

Detta omdome bestyrks ytterligare genom att studera tabell 3.2.
LAt oss ater borja med O-eleverna. Tabellen redovisar bade korrekta
och felaktiga l6sningar. For O-elevernas del ir det klart att deras
I6sningar ligger pa eller ver behallningskriteriet 80 procent. Arskur-
serna 1 och 2 nar till och med hogre an 90-procentskriteriet. SUM-
elevernas resultat i arskurserna 1 och 2, och kanske till och med ars-
kurs 5, kan bedomas som forvanansvart gott, men ar anda otillfreds-
stillande ur praktisk onskviardhetsaspekt. Att 16sa vart annat rakne-
exempel korrekt dr knappast tillracklig firdighet. SUM-eleverna pa
hogstadiet misslyckas kapitalt. Det ar dessa elever som inom kort
kommer att hianvisas till gymnasieskolans kursutbud.

11977 och 1986 undersokningar var det mojligt att begagna kurs-
planerna for att bedoma vilka kurselement som lampligen skulle fo-
ras in i respektive darskurser. Sdledes bestar Medelsta-diagnoserna av
uppgiftsserier vilka avspeglade kursplanens mal att uppna. Vi kunde
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lokalisera de moment som rimligen kunde pabérjas i arskurs 1, ars-
kurs 2 etcetera. Saledes efterstrivade vi att i diagnoserna placera in
uppgifter som aterspeglade kursplanen. Vi kallade dessa uppgifter
arskurstypiska uppgifter.

Det visade sig i vdra analyser att kursplaneforfattarna, liksom
skolpolitikerna, i hog grad missbedomde elevernas formaga att till-
godogora sig de kurselement som regeringen hade satt som studiemal
i grundskolan. Det var bara studiemalen for de lagsta drskurserna
som eleverna tillgodogjorde sig enligt de givna anvisningarna. Grad-
vis sjonk behallningskriterierna for de arskurstypiska uppgifterna,
hamtade ur Lgr 69 och Lgr 80. Detta framgar ocksa av tva oversik-
ter tabellerna 3.3 och 3.4 vilka himtats ur Magnes bok om de forsta
tva Medelsta-projekten (Magne 1990b).

Lpo 94 ir satillvida en mindre lyckad laroplan att den ar oklar i
formuleringar om vilka specifikationer som undervisningen ska folja. Lpo
94 forvintas snart bli utbytt mot en ny. Dartill kommer att den innehal-
ler en forvirrande anvisning om uppdelning pa mal att striva mot och
mal att uppna. Dessa uttryck ar till raga pa allt oklart definierade.

Tabell 3.1. Fordelning av uppgifternas losningsfrekvenser i procent for Medelsta-eleverna

2002 6ver medianen (O), respektive SUM-eleverna (S).

Losn. Arskurs
fr(ig- 1 2 3 4 5 6 7 8 9
O s| O] s|O| s| o] s|O| s| 6| s|O| s| O] s| O] s
100 | 8| 4| 9| 3| 4 4 2 1 sl 2 1
9599 | 29| 2|47| 2|19 26| 1125 13| 1|18 25| 2|24 1
90-94 | 9| s|16|10]10] 3| 11| 4|14 2|11| 2|16| 2| 9| 2|16]| 2
80-89 | 7| 4 21 16| 3|16| 3|16| 7[18| 1]23] 3|19| 4|28] 2
70-79 | 4| 3 14| 9| 7| 5|11 o s|14| s|15| 4|11] 3
60-69 | 2| 6 2011] 8| 6|13] 2|13]| 6| 5 s| 6| 4 12
50-59 -1 s ol 1| 8| 1] 9| 1|12] 2|11 6| 4|13 10
40-49 -l 12 8| 4] 9| 1|13 7| 2| s 6| 2| 6| -| 7
30-39 6 40 1| 5| 1| 4 10 9l -| 7] 1 -
20-29 20 112 1 7 8| 2| 6| 1| 8] 1]12
10-19 6 2 11 8| 1]30| 1]11]| 1|15
0-9 - 1 10 4 1 7 18 27| 1|14
Summa | 59| 59|78|78|76| 76| 72| 72| 67| 67| 62| 62|88 |88|88|88] 88|88

Teckenforklaring:

O = elevgruppen 6ver medianen
S = SUM-elevgruppen
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Tabell 3.2. En oversikt visande jamforelser mellan fordelningar av uppgifternas 16s-
ningsfrekvenser i procent for Medelsta-elever 6ver medianen och de 15 procent lagst
presterande i samma uppgifter (SUM-eleverna).

Arskurs Elever 6ver medianen SUM-elever
Korrekt svar | Fel svar | Korrekt svar |  Fel svar
1 5065 515 1022 838
91% 9% 55% 45%
2 8361 671 1655 803
93% 7% 67% 33%
3 6557 1263 891 1909
84% 16% 32% 68%
4 6770 1510 1220 1084
82% 18% 53% 47%
5 6108 994 1066 1011
86% 14% 51% 49%
6 5078 1227 666 946
81% 19% 41% 59%
~ 5633 1048 860 1868
84% 16% 32% 68%
3 5378 1032 722 1390
84% 16% 34% 66%
9 5595 1373 884 1404
80% 20% 39% 61%

3.2 RESULTATEN I DE ARSKURSTYPISKA UPPGIFTERNA

Da vi forsokte att rekonstruera mal att uppna ur Lpo 94, visade sig
dessa vara sa allmant hallna och sa foga specificerade att vi inte kunde
finna en direkt avbildningsmojlighet av drskurstypiska uppgifter till
2002 ars undersokning. Dessutom har statsmakterna stadgat att det
racker med mal att uppna angivna for arskurserna 5 och 9. I stillet
for att karakterisera ndgra uppgifter som arskurstypiska, gjorde vi
en egen bedomning men saknade ett fast underlag for kunskapsspeci-
ficeringen. Det dr egentligen omoijligt for lirare att veta vad stats-
makterna vill att de ska undervisa om i arskurs 1 eller — 6ver huvud
taget — alla andra drskurser dn drskurserna 5 och 9. Att med stod av
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Lpo 94 konstruera kunskapsprov for kontroll av matematikundervis-
ningens resultat och jaimfora undervisningen i andra drskurser ur skilda
skolmiljoer ar ett narmast ogorligt foretag.

Detaljstudierna over elevernas uppgiftslosningar antyder att
manga elever foreter en nedatgdende trend. Detta fenomen mirks
foga for eleverna over medianen. Men det urskiljs tydligt for eleverna
under medianen och i synnerhet for de 15 procent lagst presterande.
Det allmdnna saklaget presenteras i tabellerna 3.3 och 3.4.

Tabell 3.3. Medelsta 1977. Genomsnittliga [6sningsfrekvenser i procent for bland
annat arskurstypiska uppgifter som bedémts tillhora matematikinldrningen i grund-
skolans drskurser 1-9 enligt Lgr 69.

Arskurs 1h ({1v| 2 |3]| 4 |5|6]| 7
1 [84%*|80| 65 | — |(70)*
2 90| 81 | - | 83
Elevers 16snings-
] . 3 87 79| 86
frekvens i respektive
. 4 86 |79| 74
arskurs
5 (90)* |87| 78 |68
6 (91)* 89| 82 |74|64|(70)%
7 79 |75|63| 62
8 81 |73|63| 62
9 93 |77|66| 67

*) Inom parentes angivna virden avser att observationerna ir f3.
**) Arskurstypiska uppgifter anges med fetstil.

Begreppet arskurstypisk uppgift anviands for att ange uppgifter i
Medelsta-diagnoserna vilka bedoms tillhéra undervisningen i en be-
stamd arskurs. For drskurs 1 har arskurstypiska specificerats som de
uppgifter i Medelsta-diagnoserna i vilka eleverna forvintas ”bearbeta
och forvarva grundliga kunskaper och fardigheter” inom arskursen
(Lgr 80, sidan 99) under perioden fran hostterminens borjan till tid-
punkten for testningen, det vill siga fram till 1 mars. Motsvarande
definitioner for ovriga drskurser avser ocksd tiden augusti—februari
under det pagaende lisaret. Man bor erinra sig den omstidndigheten
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att arskurstypiska uppgifter bara konstruerades for arskurserna 1-7.
Kanske kan man beklaga detta i efterhand. Skilen var dels svarighe-
ten att inom arskurserna 8 och 9 ldsa ut av laroplanerna Lgr 69 och
Lgr 80 vilka kursmoment som tillhérde malen for arskurserna 8 och
9, dels lararnas onskemal att undvika att testa kurskrav som var frus-
trerande for de svagaste eleverna.

Tabell 3.3 ger vid handen att genomsnittliga [6sningsfrekvensen
for de arskurstypiska uppgifterna i 1977 ars Medelsta-undersokning
sjunker fran 80-84 procent i arskurs 1 till 62 procent i arskurs 7 (feta
siffror). Enligt tabell 3.4 4r i 1986 ars undersokning den genomsnittliga
losningsfrekvensen for de arskurstypiska uppgifterna 81 procent i ars-
kurs 1 och gar ned till 56 procent i arskurs 7 (ocksa hir feta siffror).

Tabell 3.4. Medelsta 1986. Genomsnittliga l6sningsfrekvenser i procent for bl.a. drs-
kurstypiska uppgifter som bedomts tillhora matematikinldrningen i grundskolans
arskurser 1-9 enligt Lgr 80.

Arskurs 1ht [1ve| 2 |3 | 4 |[5|6] 7
1 [82**| 80 | 74 | — [(77)*
2 92 81 | - | 85
Elevers losnings-
3 83 |71| 68
frekvens i respektive
. 4 86 |81 72
arskurs
5 (93)189] 79 |69
6 78 |79(57](49)
7 80 |83|62]| 56
84 |85|67| 66
9 84 |87|65]| 65

*) Inom parentes angivna virden avser att observationerna 4r fa.
*#) Arskurstypiska uppgifter anges med fetstil.

Tabellerna 3.3 och 3.4 anger ocksa losningsfrekvenser i ovrigt. Ex-
empel: For arskurs 4 dr den iakttagna 16sningsfrekvensen 74 procent
for arskurstypiska uppgifter. Arskurstypiska uppgifter i arskurs 2 och
3 lostes med 86 respektive 79 procent. I dessa fall betraktar vi inte
uppgifterna som arskurstypiska eftersom de avser andra arskurser
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an de vilka avsags i uppgiftskonstruktionen. I regel ar det hogre var-
den 4t vanster i tabellerna och lagre at hoger. Uppgifter pA samma
rad tillhor uppgifter som anvints i en given arskurs. Vi kan tolka
utfallet. Savil for de arskurstypiska uppgifterna som ovriga uppgif-
ter gdller, att hogstadieeleverna ager lagre kunskaper eller fardighe-
ter inom nagra av de nytillkomna kursmomenten dn eleverna i de
lagre arskurserna.

Men det dr ocksd anmirkningsvirt att elever val klarar uppgif-
ter som skulle liras mycket senare enligt laroplanen. Detta finner vi
bland annat i 6vningstyper inom riknesitten, dir bland annat mul-
tiplikation och division enligt kursplanen fors in relativt sent.

Det visar sig att samtliga differenserna for arskurstypiska upp-
gifter skiljer sig signifikant bade for ar 1977 och 1986 (Magne 1990Db).

Slutsatsen ar att de arskurstypiska uppgifterna i de bada tidiga
Medelsta-undersokningarna bade 1977 och 1986 far lagre och liagre
l16sningsfrekvenser fran arskurs till arskurs. Var tolkning: eleverna i
grundskolan far gradvis allt lagre prestationsniva i relation till speci-
fikationerna i liroplanerna Lgr 69 och Lgr 80 for respektive arskurs.
Vi kan komplettera detta med iakttagelser som man gor vid studiet
av tabell 3.1 och 3.2. Enligt dessa tabeller dr nedgangen tydligen ringa
for elever over medianen, men daremot mycket kraftig for de lagst
presterande eleverna, SUM-eleverna. Vi tolkar detta sa, att de 50
procent framgangsrikare eleverna lart sig de arskurstypiska uppgif-
terna, medan de ldgst presterande eleverna helt misslyckats med detta
inldrande.

Vi har gjort en preliminir skattning av vilka uppgifter som ar ars-
kurstypiska i drskurs 5 i 2002 drs undersokning. Darvid har vi utgatt
fran kursplanens angivande av mal att uppna och bedomt uppgifterna
i relation de kategorier som namnts. Av de sammanlagt 67 uppgifterna
i diagnoserna 7, 8 och 9 har 19 bedémts kunna specificeras att tillhora
inldrningen i arskurs 5. Vi far da tabell 3.5. Som sammanfattning av
losningsfrekvenserna for de for arskurs 5 arskurstypiska uppgifterna.
Givetvis ar denna skattning ytterst osiker pa grund av de svarbe-
domda specificeringen i kursplanen. I tabell 3.5 redovisas losnings-
frekvenserna bade for hela populationen i respektive arskurser och
SUM-eleverna. Jamfér man motsvarande utvirdering for 1977 och
1986 ars undersokningar erhaller vi ett genomsnittsvarde for 2002
ars elever som ligger klart 6ver 1977 och 1986 drs genomsnitt.

Vad betraffar SUM-eleverna visas att de har ett genomsnitt som
vida understiger 16sningsfrekvenserna for ovriga elever. I arskurs 9
nar de ett genomsnitt pa 59 procent genomsnittlig losningsfrekvens. I
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arskurs 5 noteras en genomsnittlig l6sningsfrekvens pa 83 procent
for arskurs S-uppgifterna och i arskurs 4 pa 70 procent. SUM-eleverna
i arskurs 9 har alltsa ett lagre virde dn genomsnittet for arskurs 5
och till och med under det noterade resultatet for arskurs 4. Under-
visningen har alltsa for arskurs 9:s SUM-elever givit ett resultat som
inte svarar mot prestationerna i arskurs 4.

Tabell 3.5. Genomsnittliga losningsfrekvenser i procent i de uppgifter vilkas skattas
vara drskurstypiska i drskurs 5 enligt Lpo 94.

Arskurs 4 5 6 7 8 9
Samtliga elever 70 83 88 88 91 90
SUM-elever 31 37 | 47 | 48 | 59 | 359

Sammanfattningsvis leder undervisningen till att eleverna tillgodo-
gor sig farre och farre av de i matematik foreskrivna malen i Lgr 69
och Lgr 80 ju hogre arskurs de gar i.

Medan man skulle vilja stilla onskemalet om allt battre och battre
prestationer i relation till de arskurstypiska kunskapsmalen, bade
kvantitativt och kvalitativt, forefaller verkligheten vara den motsatta.
Eleverna ldr sig mindre och mindre andel av de successiva kunskap-
smalen. Beklagligtvis 4r det omojligt att ange arskurstypiska uppgif-
ter enligt Lpo 94, varfor det ar omojligt att mata och utvardera elev-
ernas prestationer i relation till kursplanens mal. Antingen har kurs-
planeforfattarna och i sista hand regeringen misslyckats med pla-
neringen av kursmalen. Eller ocksa ligger felet i att anordna under-
visningen sd, att eleverna forstatt och lirt in de kunskapsmoment
som tillhor de hogre arskurserna. Vi anser att en flerfaktor-modell
bast forklarar dessa observationer.

Givetvis giller inte dessa tolkningar andra forhallanden 4n de
som vi utarbetat for Medelsta-undersokningarna. Fortsatta under-
sokningar maste betraktas som nodvandiga, utforda med nodvandiga
kontrollbetingelser. Sidana fortsatta kontrollstudier hilsas med till-
fredsstillelse av forfattarna.
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4.1 KURSPLANEN OCH INLARNINGSTEORIN

Lgr 80 kan betraktas som en pendang till foregangaren Lgr 69, som
introducerade den nya matematiken och mangdlaran. Det var ett for-
sOk att modernisera den divarande matematikutbildningen vilken
ansdgs vara foraldrad i de flesta vistlander. Kritik riktades dock gan-
ska omgdende mot de nya reformerna och som en reaktion vixte den
sa kallade back-to basics-rorelsen fram. Lgr 80 kan ses som ett barn
av dess anda med starka behavioristiska utgangspunkter med sin
starka betoning pa baskunskaper.

Den associationistiska (behavioristiska) ansatsen har sitt moderna
ursprung i tankegingar fran bland andra de amerikanska psykolo-
gerna Thorndike och Woodworth (1901) vilka betecknade den som
”de identiska elementens teori”. Behaviorism blev ett modeord med
amerikanen Watson (1914) Behavioristerna kring Skinner (1938) fort-
satte detta tinkande. Gagné och Paradise (1961) fullféljde med den
”kumulativa inlarningsteorin”, specifikt med inriktning pa skolmate-
matik. Vi finner uppfoljare i dagens samhille, framfor allt i skolans
praxis sa kallade neobehaviorister i USA, ehuru dnda sedan 1910-
talet nya forskningar visade hur felaktiga grundantagandena ar inom
associationismen/ behaviorismen. Kritiken kom framfor allt fran eu-
ropeiska forskare inom psykoanalys, gestaltpsykologi, kognitionsve-
tenskap (till exempel konstruktivism) och utmynnade i nya teori-
bildningar som ”upptickande”-inlirande och rationell undervis-
ningsteori (se Magne 2006).

Lgr 80 forefaller huvudsakligen anvanda sig av den behavio-
ristiska ansatsen: ”Matematikamnets struktur gor att ett moment i
regel bygger pa forkunskaper frian andra moment” (Lgr 80, s 99).
Inom avsnittet “grundliggande aritmetik” heter det: ”Repetitioner
och individuella diagnoser ar speciellt angeldgna i aritmetik, efter-
som de olika riaknesitten bygger pa varandra” (Lgr 80, s 100). Utta-
landet kan ses som overdrivet forenklat, men tvetydigt. Hur bygger
raknesitten pd varandra? Naturligtvis finns det ett dmsesidigt logiskt
samband mellan riaknesitten. De dr forenade med “riaknelagar”, om
det ar detta som menas i den citerade meningen. Men sambandet ar
inte linjart i geometrisk betydelse eller i inneborden av en "hierarki”.
Lgr 80 sager vidare: ”En elev far inte borja med ett nytt moment utan
tillricklig grund fran tidigare moment” (Lgr 80, s 99). Ater finns ett
behavioristiskt argument. Men vilken 4r denna ”grund”?

Medelsta-undersokningarnas felanalyser visar manga paradox-
ala effekter av elevernas sjalvstindiga skaparformdaga visavi kurs-
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planestoffet. Forst ett par vigledande exempel. Senare ska vi ater-
komma med nédgra systematiska sammanstillningar av elevernas pro-
bleml6sningar.

Exempel 1. Eleverna i arskurs 1 har i alla tre undersokningarna 16s-
ningsfrekvenser omkring 70 procent med tresiffriga tal i addition vilka
de tycks forvintas mota forst i arskurs 3. Var tionde skolnybérjare
l6ser subtraktionsuppgiften 21 — 7.

Exempel 2. Eleverna i arskurs 3 har 65 procent losningsfrekvens pa
uppgiften 302 — 40, och inte mindre an 84 procent l6sningsfrekvens
pa uppgiften: 670

- 208

Den senare loses tydligen med mekanisk drillstrategi och darigenom
hindras l6sandet av den forra.

Exempel 3. Endast 66 procent loser uppgiften: 6000
10

men 77 procent loser: 7228

4

Den forsta uppgiften ska rimligtvis klaras omedelbart utan berik-
ning om man ar bevandrad i divisionens teori. Men tydligen forvar-
var SUM-eleverna rutin i den ”ldnga divisionen”, daremot inte insikt
i den enkla analogitankegdngen. I det senare fallet kravs egentligen
bara sunt fornuft (logiskt tinkande), fast denna tycks ha utplanats av
mekanisk drill.

Medelsta-observationerna i Magnes bok fran 1990 tyder pa att
SUM-eleverna har en osaker taluppfattning och oklart omdome. Inte
desto mindre finner vi att ocksa SUM-eleverna i Medelsta ofta lyckas
tanka ut korrekt svar pa dessa mer komplexa problem trots den bris-
tande taluppfattning som Lgr 80 ansag vara den nodvandiga forkun-
skapen.

Observationer som vi gjort i Medelsta indikerar, att varken larare
eller elever foljt nagon ”de identiska elementens teori” eller ”kumu-
lativ inlarningsteori”. Elevreaktionerna kan tyckas ha reglerats av
en spontan stravan att undersoka olika l6sningsstrategier.
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4.2 MATEMATIKPRESTATIONERNAS FORDELNINGSFORM

Spridningen mellan héga och laga prestationer ir stor i alla Medels-
tas klasser och arskurser. Detta framgar av savdl Magne (1990b)
som Engstrom och Magne (2003). Alla diagnoserna har sned fordel-
ning. Detta dr en foljd av konstruktionsarbetet, emedan vi sokt att
sarskilt studera laga prestationer. Den generella fordelningsformen
for matematikformagan har diskuterats och man har i regel antagit
att fordelningen antingen dr normalfordelad eller Poisson-fordelad.

En annan sak ir att matematikundervisning, matematikinlarande
och matematikkunskaper icke ar lika med matematik. Matematik kan
mojligen beskrivas som ett abstrakt begreppssystem, medan kunska-
pen om matematik snarare kan forstds som ett system av manskliga
individuella mer eller mindre rationella beteendeprocesser.

Hur som helst, sd finner vi i Medelsta-undersokningarna inga
tecken till kvalitativa sprang i fordelningarna av prestationerna, vil-
ket mojligen forutsatts i den nya kvalitativa betygssattningen. Vi tror
att matematikformagan ar en biologisk mitbar foreteelse och att den
kan beskrivas som en kontinuerlig funktion.

Det finns anledning, menar vi, att behandla elevernas matema-
tikprestationer som en gradvis, stindigt foranderlig process. Alla
elever formodas ha potential till 6kad behallning av inlarande till foljd
av undervisning. En tillvixt av kunskaper och firdigheter antas dga
rum och denna forstar vi som en biologisk-social utveckling for alla
individer. Saledes 4r det osannolikt att matematikformagan ar kvali-
tativt olika for olika individer. Den kan emellertid uppfattas som en
union av flera delférmagor. SUM-elever forutsittes alltsd inga som
en delmidngd i samma kontinuum som priglar matematikinldrning
och matematikbehallning 6ver huvud taget, likavil som hos matema-
tikgenierna.

Det ar uppenbart, som foljd av detta resonemang, att betygssatt-
ning sitter en konstlad grians mellan vissa bedomningsviarden och
inte motsvaras av matematikkunskapens kontinuerliga natur.

For att belysa SUM-elevernas undersokningsférmdaga har vi valt
att studera uppgiftslosningar. Ett urval har gjorts av SUM-eleverna i
arskurserna 1, 4, 5 och 9. Vi ska visa uppgifter med en behallningsniva
pa over 70 procent och under 30 procent och ge exempel hur eleverna
har 16st sina uppgifter.
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ARSKURS 9

Det ar 26 SUM-elever (16,7 procent av 156) varav 10 dr pojkar och
16 flickor. Att vi inte fatt fram exakt 15 procent beror pa att vi satt
strecket mellan tva heltal. Vi borjar med de 9 uppgifter som har 16s-
ningsfrekvens mellan 73 och 100 procent (se figur 4.1), alltsa 10 pro-
cent av det totala antalet 88 uppgifter for arskurs 9. Vid en jamforelse
mellan eleverna 6ver medianen (O-elever) och SUM-eleverna far man
fram foljande procentuella 1osningsfrekvens:

Tabell 4.1. Uppgifter som SUM-elever i drskurs 9 16st inom behallningsnivdn 70-100
procent.

Uppgift 8A | 8B | 8C | 8G | §] 8P | 9B | 9C | 9E

O-elever 99 99 96 99 97 | 91 99 98 93

SUM-elever 88 92 88 96 77 | 73 | 100 | 92 77

Det kan tilliggas att O-eleverna har frekvenser 6ver 90 procent i
ytterligare 25 av de 88 uppgifterna (alltsd sammanlagt 36 uppgifter).
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Figur 4.1. Uppgifter som SUM-elever i arskurs 9 16st inom behéllningsnivin 70-100

procent.

Hur dr de nimnda nio uppgifterna beskaffade? Vi kan rubricera dem
som 7 taluppfattning, 1 matning (geometri) och 1 raknesitt. Uppgifterna
har en enkel sprakdrikt. Det dr vidare bara en enda enkel problem-
stallning. Slutligen kan man férmoda att det handlar om vardagskun-
skap som eleverna dagligen och stundligen moter och paverkas av bade

1 och utanfor skolan.
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Da SUM-eleverna lyckas med uppgifterna i figur 4.1 sa bra som
de gjort, kan forklaras med

* att det ror sig om synnerligen okomplicerad uppgiftstyp och
* att eleverna kdnner till dessa rakneexempel fran sitt eget var-
dagsliv.

Lat oss nu se pa uppgifterna med upp till 30 procent l6sningsfrekvens
for SUM-eleverna i arskurs 9. I foljande uppgifter har SUM-elever
lagre losningsfrekvens dn 30 procent, och motsvarande frekvens for
O-elever visas:

Tabell 4.2. Uppgifter med ldgre 16sningsfrekvens dn 30 procent fér SUM-eleverna i
arskurs 9.

Uppgift 90 | 10A | 10B | 10C | 10E | 10F | 10G | 10H | 101 | 10] | 10K

O-elever 76 | 84 | 85 | 80 | 81 | 77| 88 | 78 | 83 |52 | 84

SUM-elever 27119 | 27 | 12 |15 |12 | 27 | 12 |15 | 15| 27

Uppgift 10L | 10Q | 10R | 108 | 10U | 10X
O-clever 74 1 70 | 73 | 80 | 89 | 81
SUM-elever 23 | 27 |19 | 27 | 27 | 27
Uppgift 11A | 11B | 11C | 11G [ 11H | 111 | 11] | 11K | 11L | 11M | 11N
O-clever 68 | 771 89 | 99 | 93 |96 |80 | 82| 23| 71 | 91

SUM-elever | 8 4 15 | 27 | 15 | 15| 4 | 1§ 0 0 23

Uppgift 110 | 11P | 11Q | 11R [ 11T | 11U | 11V | 11X | 11Y | 11Z | 11A

O-elever 23 | 74| 68 | 73 | 93 | 98 | 95 | 80 | 88 | 87 | 83

SUM-elever | 0 12 0 0 15 | 23 | 15 0 4 0 8

Som vi ser dr det 39 uppgifter dir SUM-eleverna inte natt upp till 30
procent losningsniva (44 procent av uppgifterna). Endast tva uppgifter
understiger denna l6sningsniva for O-eleverna.

I figur 4.2 finns exempel (7 stycken) dir ingen SUM-elev presterat
korrekt svar. Vi bedomer att dessa 7 ”noll-uppgifter” representerar fol-
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jande huvudomraden: ekvationslésning 1, taluppfattning (decimaler) 2,
procent 2 och geometri 2. I figur 4.3 aterger vi 18 uppgifter med 16s-
ningsfrekvenser mellan 1 och 15 procent. Har ror det sig om taluppfatt-
ning (koordinatsystem) 2, taluppfattning (brak) 3, taluppfattning (deci-
malform) 3, procent 4, raknesitten 5 (S 2, M 1, D 2) och geometri 1.
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Det forsta som slar iakttagaren dr att det ror sig om forhallandevis enkla
matematiska berdkningar eller begreppsbestimningar. Arskurs 9:s O-
elever nar nastan alltid over den 80-procentiga behallningsnivan.

Det dr fraga om matematiskt elementira kunskapsmoment som
traditionellt anses vara mycket viktig kunskap. De flesta matematik-
larare skulle betrakta dessa kunskaper och fardigheter som ound-
gangligt nodviandiga for att klara de fortsatta studierna i gymnasie-
skolan. Inte desto mindre dr det for de ligst presterande eleverna
mycket daligt bestdllt med behallningen av undervisningen i fraga
om naturliga tal, rationella tal och decimaler, jamte diverse andra
grundliaggande begrepp.

Kan man se nadgot gemensamt i dessa uppgifter? Det ar inte helt
latt. Ndgra uppgifter maste betraktas som enkla, som 11M, 11X och
11Z och dnda lyckas ingen SUM-elev l6sa dem. Andra uppgifter som
tycks vara liatta men med ringa behallning ar 11C, 11H, 111, 11K,
11N, 11T, 11U, 11V, 11Y, 11A. Varfor ir losningsfrekvensen si lag i
dessa fall? Kanske ar det ett misstag att bedoma elevernas prestatio-
ner utifrdn de vuxnas mattstock. Intervjuar man dessa elever, blir
resultatet ofta att SUM-eleverna siger sig uppleva uppgifternas kom-
plexitet pa deras eget sitt, annorlunda dn intervjuaren forutsitter.

Eleverna utarbetar ofta egna “tankeregler”, till exempel i fraga
om uppgiften 11C, pa grund av argumentet att de upplever att det
inte gar att subtrahera ett tresiffrigt tal med ett fyrsiffrigt utan att da
vinda pa steken. Over huvud taget forekommer logiska omkastningar
alltfor ofta bland SUM-elever — inte bara som i subtraktionsfallet —
utan ocksa ibland annat division, reguladetri, algebra och problem
med resevaluta. Vissa elever tycker uppenbart att skolmatematiska
problem har litet eller ndstan inget att gora med elevernas vardags-
varld. De uppfattar ofta matematik som overklig och formalistisk
och utan livsanknytning.

I manga fall uppfattas en uppgift som utomordentligt komplex
(10A, 11C, 11Y), emedan eleven upplever dem som en divisionsbe-
teckning och inte som brak, och division avskys som nagot svart,
motbjudande, olosligt. Andra fall tolkas som komplexa, dirfor att de
omfattar mer dn ett matematiskt undervisningsomrade, till exempel
11], 110, 11Q och 11R. Hade formuleringarna narmat sig elevernas
talsprak skulle eleverna kanske fattat innehéllet i problemen bittre.

Hur ser de uppgifter ut som eleven kan och inte kan? De uppgif-
ter dir SUM-eleverna har hogst losningsfrekvens dr uppgifter som
forekommer i all kommunikation mellan manniskor och som prakti-
seras redan av smd barn och utanfér skolan. Kan det vara sa att
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l6sningsstrategier som SUM-eleverna tillimpar i dessa uppgifter ldrs
utan skolans medverkan? I det sociala umganget? Av barn som lyss-
nar pa foraldrarna och kamraterna? I godisaffirerna, pa lekplatsen,
vid TV-apparaten?

Och de 6vriga. De svara. De komplexa och formella. Har under-
visningen natt fram?

Varfor misslyckas SUM-eleverna med uppgifter som de i figur
4.2 och 4.3? Vi menar att foljande hypoteser ar tinkbara och borde
provas: Att de beror (a) det matematiska innehallet, (b) elevens per-
sonlighet och (c) undervisningens organisation och kommunikation:

* FEleverna uppfattar manga ganger uppgifterna som overkliga
och formella.

* Den subjektiva upplevelsen ar att uppgiften representerar kom-
plexa fragestillningar utanfor elevens erfarenhet och tanke-

kraft.

* Kunskapen bestar av ibland bade ”korrekta” och ”felaktiga”
regler som det galler att folja i en separat fiktiv matematikens
varld.

* D43 det matematiska innehallet 4r skenbart komplext, forsoker
eleven forenkla det.

* Undervisningssystemet kan ha gynnat mekanisk procedurfar-
dighet.

Man far en kinsla av att niondeklassarna himmats i sin kunskapsut-
veckling. Har skolans undervisning lamnat djupa spar i dessa elevers
inldrning?

Kort sagt, om vi stiller saken pa sin spets med en svart forsatlig
fraga: har SUM-eleverna i nian lirt matematik i skolan? Vad beror
pa (a) matematiken, (b) eleverna, (c) samhalls- eller skolpolitiken?

ARSKURS 1

Lat oss se pa nagra uppgifter i arskurs 1. Uppgifterna i figur 4.4 har
SUM-eleverna i arskurs 1 l16st inom behallningsnivan 85-100 procent.
Det betyder att uppgifterna tenderar att vara korrekt besvarade.
Uppgifterna dr foljande och vi kan jamfora losningsfrekvenserna
for eleverna over medianen i arskurs 1 med SUM-eleverna:
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Tabell 4.3. Uppgifter med 85-100 procents behéllningsniva for SUM-elever i drskurs 1.

Uppsift 1A | 1F | 1G [ 1H | 10 [1Q | 1R | 2A | 2B | 2G | 2L
O-elever 99 | 96 [ 100 | 97 [ 100 | 99 [100| 98 | 100 | 99 | 100
SUM-elever 97 | 87 (100 | 97 | 94 | 94 | 94 | 100 | 100 | 94 | 94

Vi kan notera att eleverna testats med de nu nimnda uppgifterna (se
figur 4.4) omkring 1 mars, det vill siga efter ndgot mera dn halva
lisaret. O-eleverna har nitt nigot hogre resultat men skillnaden
mellan de tva elevgrupperna ir ganska liten. Man kan tolka saken
sa, att den undervisning som 4gt rum fatt bada grupperna att na de
utbildningsmal som mojligen mits med de angivna diagnoserna.

Fragan ar om det finns nagot typiskt drag som utmarker dessa
uppgifter med hoga behallningskoefficienter? Vi finner att det dr upp-
gifter som bara handlar om tal. Talen ar naturliga. De ar en- och
tvasiffriga. Uppgifterna skiljer sig dari att det ibland ar fraga om att
urskilja och 6versitta fysiska monster till tal, att ldsa talord och skriva
siffror, att ange tals ordning och — i nagra fall — att gora en addition.
Innehallet 4r mycket enkelt, latt och overskadligt. Nagot mer gemen-
samt karaktiarsdrag? Jo, att det dr vad som brukar kallas ett-stegs-
uppgifter.

I arskurs 1 loser eleverna dessa uppgifter, vare sig de dr O-elever
eller SUM-elever. De ar ratt jambordiga, bara det handlar om tal-
uppfattning av sma naturliga tal.
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Vi gar vidare till uppgifterna som aterges i figur 4.5. I dessa uppgifter
ar behallningen avsevart lagre och varierar fran 13 procent till 23
procent. Lat oss gora en Oversikt hur de procentuella 16sningsfrek-
venserna ter sig for O- och SUM-elever:

Tabell 4.4. Losningsfrekvenser for O-och SUM-elever i arskurs 1.

Uppgift 1a | 1c | 1d | 1Z | 2E |2Q|2R | 2V | 2Y | 2Z
O-elever 94 | 96 | 87 | 89 | 75 |75 | 64| 63 | 99 | 100
SUM-clever | 13 |23 | 13|23 | 16 |23 |16 16 | 19 | 23

Nu har det blivit stora differenser mellan O- och SUM-eleverna. Inte
heller eleverna 6ver medianen ar alltid sa framgangsrika. De klarar
sex av uppgifterna utan storre besvir, men i fyra av uppgifterna har
bara mellan tre fjardedelar och tva tredjedelar fatt ritt svar. Hur ser
uppgifterna ut? Taluppfattning 1 (rdatt komplicerat), geometrisk av-
bildning 2 (onekligen krivande), pengar 4 (svaroverskadligt), rakne-
satt 2 (flerstegsuppgift), textuppgift 1 (flerstegsuppgift).
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Kan man finna ndgot gemensamt i dessa uppgifter? Vart forslag ar
att det dr uppgifter med mera komplext innehdll dn for de uppgifter
som har hog losningsfrekvens. Gemensamt tycks vara betriffande
det matematiska innehallet:

e oOkad grad av komplexitet,

* mer sammansatt struktur i problemtypen,

e krav pa att kdnna till det matematiska spraket,
e ekvationstankande,

e formsinne.

Betriaffande eleven:

e krav pa koncentration, intresse och tankeformaga,
e storre formaga till planliggning.

SUM-eleverna i arskurs 1 l6ser uppgifter som

* handlar om tal ratt och slitt, men far svarigheter om de behover
jamfora talmonster,

e 4r ett-stegs-uppgifter, men det blir trassel om det galler att
jamfora, planera och bestimma alternativa betingelser och

* har ett litt 6verskadligt monster, men forvirras av komplicerad
struktur.

Eleverna i drskurs 1 forefaller relativt sett ha natt bra resultat. Ocksa
i uppgifter som staller avancerade krav pa planlaggningsformaga och
forstaelse har de natt en langt utvecklad l9sningsniva. Sa ar framst
fallet med O-eleverna. Men det 4r anmirkningsvirt goda prestatio-
ner som SUM-eleverna gor.

ARSKURS 5

Vi har studerat de uppgifter i Medelsta-diagnoserna som SUM-elever i
arskurs 5 har riknat och jamfort deras resultat med eleverna over
medianen. Diagnoserna for arskurs 5 innehdller 67 uppgifter. Figur
4.6 innehaller 11 uppgifter i vilka dessa SUM-elever gjort losningar
ovanfor behallningsnivan 70 procent. Dar finner vi foljande jamfo-
relser mellan prestationer av elever 6ver medianen (O-elever) till-
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sammans med resultaten for de lagst presterande eleverna (SUM-
elever):

Tabell 4.5. Losningsfrekvenser for O- och SUM-elever i arskurs S.

Uppgift 7G| 7H | 7] | 7K | 7M | 7N | 7P | 7R | 7S | 7T | 8G

O-clever 96 | 100 | 98 | 96 | 99 | 99 | 99| 96 | 99 | 94 | 97

SUM-elever 81 84 [ 74| 9 | 84 | 87 |81 | 94 |84 | 74 | 81

Hur ser dessa uppgifter ut? Till att borja med uppgiftstyperna: tal-
uppfattning 3 (skriva naturliga tal i utvecklad form), geometri, mat-
ning 4 (namn pa triangel, enhetsbyte), raknesitt 4 (enkla problem).

Tydligen lyckas femteklassarna ritt vidl med dessa 11 testuppgif-
ter. Inspekterar vi dem star det klart att det dr fraga om synnerligen
elementdara matematiska krav. I 4 uppgifter behover eleven bara gora
en enda operation (7K, 7M, 7N, 7P). I de 3 utvecklad-form-upp-
gifterna (7G, 7H, 7]) galler det bara att forsta att satta in nollor i ett
tal. I 8G maste eleven halla reda pa dels forvandlingstalet for timme—
minut, dels gora en korrekt addition. I 7R gors tva rakneoperationer,
i 7S tre rakneoperationer och 7T fyra. Har kravs sdledes ett forhal-
landevis komplext handlingsmonster men & andra sidan dr det mycket
sma tal som ingar i sjalva multiplikationerna. Viktigast dr nog att
alla dessa 11 uppgifter dr sa alldagliga att eleverna utfor dem dagli-
gen och stundligen, sd de inte behover lira sig dem och 6va dem i
skolan.
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Man kan kanske uttrycka saken sd, att dessa riatt goda prestationer
tillhor det sortiment av vardagserfarenheter, som knappast behover
laras i skolan.

Vi har ocksa sett pd de 13 uppgifterna som SUM-eleverna har
16sningsfrekvenser pa 0-30 procent pa. Det dr uppgifter dir O-eleverna
i tva fall kommer nira 80-procentskriteriet, men oftast bara har tva
av tre ratt, namligen dessa:

Tabell 4.6. Losningsfrekvenser for O- och SUM-elever i arskurs S.

Uppgift 7A | 8D | 8H [ 8Q | SR | 9A | 9E | 9F | 9L | 90 | 9R | 9X | 9Y

O-elever 80 | 61 |37 | 77 | 72|54 |54 |55|54|49|61]|65]67

SUM-elever |29 |29 | 13 29|29 |29 6 |26|13|23 |16 | 16| 16

Uppgifterna dr himtade fran foljande momentomraden: Taluppfatt-
ning 1 (ordna naturliga tal), Geometri 3 (enhetsbyte, rita kvadrat
efter matt, langd- och areabestimning), Riaknesitten 9 (addition,
multiplikation, division, ekvationslosning).

Man kan nu jamfora komplexitetsnivan for dessa uppgifter med
lag losningsfrekvens med de forut presenterade med hogre 16snings-
frekvens. Tydligen hade ocksid manga O-elever besvir med att finna
ratt losning. SUM-eleverna har misslyckats i hog grad.
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Den hir forekommande talskrivningsuppgiften 9E kraver méanga fler
tankesteg dn de tidigare namnda (7G, 7H, 7], 7K, 7M, 7N, 7P). De
tva matningsuppgifterna (8H och 9R) torde krava mer forestallnings-
formdga, kunskap och planering dn den nyss nimnda 8G. Sa ocksa
ritningsuppgiften 9A som nodvindiggor precision och noggrannhet
vid sidan av kunskap om att konstruera en ritvinklig figur med lika
sidor. Vad berdkningsuppgifterna betraffar, maste eleverna behirska
grundteorin att det aritmetiska tinkandet bestims av det arabiska
tiosystemets struktur (7A, 8D, 8Q, 8R, 90), det vill siga att man
laborerar med tio tecken, att tecknen ges olika platsvarde (9X, 9Y)
och att nollans roll ar som platshéllare (8Q, 8R, 9F, 90). Eleverna
bor ocksa avrunda tal och vilja ritt narmevirde i Overslagsrikning
(7A, 9L). Att de gor misstag beror pa brister i kunskapen om detta
logiska system (7A), att de inte kan det matematiska spraket (7A)
eller att de gor forbiseenden (som att utfora entalsrakning felaktigt
eller att okoncentrerat vilja fel tecken). Tyvarr intraffar alla dessa
tre felanledningar ofta hos SUM-eleverna.

Darvid kommer det sig att felaktigheter i uppgiftslosningarna inte
bara beror pa

a) Det matematiska innehdllet — vilket manga administratérer
tycks formoda.

b) Elevernas erfarenheter och personliga liggning ger upphov
till en viktig felfaktorgrupp — och detta férhallande gor nog
manga psykologiserande personer alltfor stor affar av.

c) Slutligen kan didaktogena misstag i undervisningen, oklarheter
i kursplanen, motsédgelser i skoladministrationen och 6vriga
miljoomstandigheter himma, hindra och leda eleverna fel —
ocksa om det inte 4r manga som hittills uppmarksammat saken.

Vira tolkningar av femteklassarnas prestationer leder till asikten att
alltfor manga elever har bristande behdrskning av de allra enklaste
elementen i begreppssystemet. Kunskap om detta fir man knappast
genom det 6vande som exempelvis Lgr 80 argumenterar for genom att
bygga pa den behavioristiska ”gemensamma elementens teori”. Detta
betecknar vi som en didaktogen felfaktor, det vill sdga anledningen till
elevernas misstag dr inbyggd i sjdlva undervisningssystemet.
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ARSKURS 4

Eftersom SUM-elevernas behiarskning av matematikstoffet i det nar-
maste tycks motsvara arskurs 4:s genomsnittliga matematiska kun-
skaper och fardigheter, kan det vara anledning att se pa vad Medels-
tas fjarde arskurs presterar.

Vi viljer ocksa har att jamfora de 50 procent hogst presterande
(O-elever) med de cirka 15 procent ligst presterande (SUM-elever). 1
arskurs 4 anvindes diagnoserna 6, 7 och 8 med sammanlagt 72 upp-
gifter. SUM-eleverna utgors av 32 elever, det dar 13,8 procent av det
totala antalet (alltsd ndrmast heltal svarande mot 15-procent). Antalet
O-elever dr 123. Medianen ir 53.
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Lat oss forst titta pa uppgifter som SUM-eleverna i arskurs 4 presterat
med en losningsfrekvens pa hogst 25 procent. Vilka uppgifter det hand-
lar om framgar av figur 4.8. Det ar foljande uppgifter:

Tabell 4.7. Losningsfrekvenser for O- och SUM-elever i arskurs 4.

Uppgift 7U| 7A |7A|8C | 8D | 8F| 8H | SN | 80 | 8P | 8Q | 8R
O-elever 99 | 100 | 97 | 90 | 97 | 86| 100 | 100 | 92 | 98 | 84 | 99
SUM-elever |22 | 25 |16 19|16 16| 3 | 0 |22 (22]22] 9

I foljande 18 uppgifter har SUM-eleverna i arskurs 4 16sningsfrek-
venser pa 70 procent eller dirover (uppgifterna aterfinns i figur 4.9):

Tabell 4.8. Losningsfrekvenser for O- och SUM-elever i arskurs 4.

Uppgift 6A | 6E | 60 | 6P | 6Q | 6S | 6T | 6U | 6V | 6X | 6Y | 6A
O-elever 99 | 98199 1991|196 |97]99| 98|98 100 | 98 | 97
SUM-elever | 81 | 88| 81 |78 | 78 |78 | 75|91 |78 | 75 | 78 | 91
Uppgift 7A|7G| 7H | 7N | 7P | 7R
O-elever 95| 89| 100 | 100 | 98 | 99
SUM-elever | 72 | 78 | 97 | 91 | 75| 91
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Vi borjar med de 18 uppgifter som SUM-eleverna lyckats bast med.
Deras behallningsprocent ar i stort sett pa 80-procentsnivan for de
hir redovisade uppgifterna (14 av 18). Anda ligger de markant under
O-eleverna, eftersom dessa fatt full poing pa nistan alla uppgifter.

Hur ser dessa uppgifter ut som ocksa lagpresterande elever kla-
rar 80-procentsnivan? 60, P, Q, S och T ir talskrivningsuppgifter,
liksom 7G och H. De ligger pa samma svarighetsniva (ca 80 procent)
utom 7H ”fem tusen tva” som alla skriver ritt. Den besliktade 7N
”en minut 4r ... sekunder” kan nistan alla.

Av de ovriga ar addition 1, subtraktion 2, multiplikation 3 och
division 2. De ir ytterst elementira. Anda svarar tre av fyra elever
fel pa bade subtraktion och division samt multiplikationen 6 - 7. Detta
ar daligt for att vara barn i arskurs 4.

Den benimnda uppgiften 6A har 90-procentig l6sning, alltsa klart
battre dan de “obenimnda” subtraktionerna.

O-eleverna har l6sningar lingt 6ver 90 procent utom i uppgiften
7G ”Skriv tal med siffror: fyra tusen tretton” dir l6sningsprocenten
ar 89. SUM eleverna har 78 procent. Troligen ar det bara forbiseende-
fel som dessa elever har begitt. Men det ar i alla fall ett tjugofemtal
O-elever som svarat fel. Oforklarligt.

SUM-eleverna har inte fatt mer dn hogst 25 procent ratt pa 12 av
de 72 uppgifterna i arskurs 4. Forst taluppfattning. Bland dessa hittar
vi ”Skriv med siffror: en miljon ...”. Och det gar bara for 19 procent
av SUM-eleverna (O-eleverna inte fler in 90). Bara 3 procent klarar
8N ”tio kronor tio 6re ar ... ore” (alltsd en noll-ratt-uppgift!). Nollorna
i talen vallar bekymren for alla, ocksid O-eleverna. Detta maste anses
vara ett undervisningsfel. Vi har tidigare talar om didaktogena fel-
faktorer. Man har definierat det som ”disharmoni mellan skolsyste-
mets allmdnna undervisningsverksamhet och den inlirande elevens
individuella inlarningsberedskap”. Da dessa aktorer inte passar ihop,
gar det snett. Nar inte skolan reagerar pa att eleven missar innebor-
den i tiosystemet och dess beteckningar, sa gar det snett. Som det
gjort for eleverna i dessa fjardeklasser. Den som tror att man kan 6va
bort sadant gir pa didaktogena villovagar.

Flertalet 6vriga uppgifter ar tillimpningar pa rikneprinciper
(raknelagar). SUM-eleverna kommer alltsa inte 6ver 25 procent ratt
i dessa exempel. Diremot befinner sig O-eleverna vil 6ver 90-grin-
sen. Det giller bland annat 8N att multiplicera: 100 - 304, dir alla O-
eleverna har 100 procent ritt (92 procent pa ”60 - 100” tycks vara
forvanansvirt lagt for dem — da ar det ca 20 elever som inte fattat
meningen).
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Riknesitts-exemplen ar for SUM-arskurs-fyra-eleverna ett sorg-
ligt kapitel.

Man frestas att fundera éver 7A och 7A, dir SUM-eleverna har
22, respektive 25 procent. Detta kan tyckas vara fullt tillfredsstal-
lande, sa linge man inte tar i betraktande att det finns fyra val och
ett av dessa maste vara korrekt. S3 ren gissning resulterar i 25 pro-
cent! Ar kunskapen om riknesitten en ren gissning?

Vi konstaterade nyss att nionde drskursens SUM-elever preste-
rar ungefar vad en genomsnittlig fjardeklassare gor. Vi kan forstas
inte jimfora SUM-niorna med O-eleverna i de visade drskurs-fyra-
tabellerna. Men hanger SUM-niorna nagorlunda med pa den niva
som fyrans median representerar, blir det inte lingt under de kunska-
per som O-eleverna i arskurs 4 besitter. Skulle det réra sig om nigot
som ligger strax dver mitten emellan O-eleverna och SUM-eleverna
si dr det inte s daligt. O-eleverna i arskurs 4 har aktningsvirda
kunskaper om de naturliga talen. Matning och riknesatten har de
lart sig atskilligt om. De forstar dessutom strukturer av matematiskt
slag som ekvationstinkande, talsystemets regelverk.

Till sammanfattning: De SUM-elever som vi moter i Medelsta
ligger lingt efter O-eleverna, men de befinner sig i ett kunskapskon-
tinuum dir de bildar en sammanhingande kedja av individer som gar
fran positionen av ringa behallning av undervisningen till en position
av god kunskap, och detta kontinuum fortsatter med de 6vriga eleverna
under medianen och fullfoljs med elever 6ver medianen.

Vi konstaterar ocksa att i grunden har SUM-eleverna pa egen
hand forvirvat en vardagsmatematik. De har tydligen haft ringa nytta
av den undervisning som laroplanen foreskriver. Tyvarr ar inte heller
den naturliga vardagsmatematiken tillracklig. Med vardagsmatema-
tik foljer att vi bor bredda bilden av vad matematik representerar. Vi
tror pa att det ar en faktor-samspels-modell som bor tillimpas.

4.3 FAKTORSAMSPELS-MODELLEN: ”MIO, mMin MIO?”
Saledes har vi tre aktorer i detta spel:

e Matematiken (M) — svar for SUM-eleven
* Individen (I) som inte dr godkind — SUM-eleven

* Omgivningen (O) (”natverket”) gor att SUM-eleven inte god-
kands.
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M+I+0O bildas av initialerna i Matematiken, Individen och Omgiv-
ningen. Vi ldnar ordet MIO fran Astrid Lindgrens barnbok med detta
namn. Ordet MIO sammanfattar den uppfattning som nu brukar kal-
las faktorsamspels-modellen (MIO-modellen): Att kunna eller inte
kunna matematik beror pa samspelet mellan flera faktorer. Ingen en-
sam faktor gor att en elev kan eller inte kan matematik.

Att inte kunna matematik hinger ibland samman med att just
matematikens abstrakta natur hindrar lirandet. Nagon har sagt att
alla som studerar matematik forr eller senare nar sin inkompetensniva.
Ocksa universitetsprofessorn i matematik. For elevens del finns hos
de flesta en begransning i friga om begavning, uthdllighet och ar-
betslust, annat inte att forglomma. Och omgivningen ar uppfylld av
savil stimulerande som himmande influenser.

Vi vill forestilla oss matematiken som ett delvis sjalvreglerande sys-
tem av abstrakta strukturer styrt med hjilp av matematiska spraket.

Vi vill forestalla oss individen som en sjalvstandigt tinkande, om-
domesgill biologisk individ styrd av behov, motivation och kanslor.

Vi vill forestilla oss omgivningen som det ekologiska system vil-
ket eleven tillhor och utvecklas i. Hit hér bland annat familjemiljo
och skolmiljo med normer, skollagar, liroplaner, organisationsformer
och undervisningsmetoder.



KAPITEL 5

VART HAR VARDAGSMATEMATIKEN
TAGIT VAGEN?
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5.1 LIVSMATEMATIK — ETT DELMAL I SKOLANS
MATEMATIKUNDERVISNING

Vi har gdng pa gang funnit att livsmatematik eller vardagsrakning
spelar en betydelsefull roll i barnens matematikinlarande. Dels tycks
paverkan i vardagssituationer leda till lirdomar om matematik. Dels
tycks inldrandet i skolans matematikundervisning vara en motor till
vardagsrikning. Sa hir sidger grundskolans laroplan:

Grundskolan har till uppgift att ge eleverna sddana kunskaper och
fardigheter i matematik som behovs for att kunna fatta valgrundade
beslut i vardagslivets manga valsituationer, for att kunna tolka och
anvanda det 6kande flodet av information och for att kunna félja och
delta i beslutsprocesser i samhallet (Lpo 94, s 51).

Saledes tycks vardagsmatematik eller livsmatematik vara ett vdsent-
ligt inslag i den kunskap som eleven bar med sig fran skolan. Vad
handlar detta om, vare sig vi talar om vardagsmatematik, social
matematik, tillimpad matematik eller livsmatematik eller andra lik-
nande uttryck? N&, vi maste medge att laroplanen for grundskolan
inte ger ndgon specificering pa vad det handlar om.

Vi finner ocksa snart att det inte finns mycket om vardagsrak-
ning i Skol-Sverige. Vi traffar pa en bok av Olof Carli fran 1952, en
artikel 1951 av den danske overliararen Mejlsing, skoloverstyrelsens
handledning fran 1973 Matematik i tillimpning. Si skrev Magne
(1997) en utredning for Tromse PPT om Elever i gymnasieskolan som
har problem med matematikundervisningen. Hans Nilsson skrev 1999
om “autentiska problem” i sin utmarkta Upptick din formdga att
l6sa problem. Det finns ocksad ndgra intressanta bidrag av amerikan-
ska och tyska forfattare (se Magne 1996). Den norska matematikla-
raren Ronald Bradal (1999) har studerat behovet av mer praktisk
riakning i skolmatematiken.

Ur Olof Carlis bok Vardagsrakning — Studieplan i matematik for
nionde skoldret citerar vi foljande:

Huvudkursen skall, som ovan sagts, omfatta vardagsrakning, “upp-
gifter valda med hansyn till det praktiska livets krav och till undervis-
ningen i andra dmnen, sdrskilt samhallskunskap”. Det har synts mig
naturligt att da lata olika omrdden fran vardagslivet bilda ramen for
kursen och lata rakningen inordnas under denna synpunkt. — Kanske
ocksd den av médnga elever sa fruktade matematiken pa sa sitt blir
mera “mansklig” (Carli 1952, s 12).
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Men det finns atskillig diskussion om vad vardagsmatematik borde
innehalla (bibliografi: se Magnes utredning fér Tromse). Lis bland
annat amerikanska NCTM:s arsbocker 1979, 1985 och 1997. Annu
battre: Las Marilyn Byrns (1998) underhdllande bok. Det ar olika
prestationer som kravs i skolan, utanfor skolan, i yrkeslivet. Presta-
tionskraven varierar med de sociala situationerna. Pa vilkas villkor
ska dd matematikundervisningen bedrivas?

Var amerikanska lararkollega Marilyn Burns fragade lirare pa
sommarkurs: I vilka sociala situationer behéver du matematik? Har
ar ett urval av svar:

e planera sa jag hinner i tid till skolan,

* besluta nar man behover dka for att hinna till bion,
* avgora mangden godning for grasmattan,

* ta reda pa bensinforbrukningen,

¢ kolla checkboken,

* shoppa i speceriaffiren,

e gora ett overslag av vixel i butiken,

* finna vad du ska betala pa shoppingcentret,
* bestimma inkop for tapetsering,

* dela pa notan vid restaurangbesok,

e vixla pengar pa utlandsresor.

5.2 VAD KAN ELEVERNA OM LIVSMATEMATIK —
VARDAGSLIVETS MATEMATIK ?

Vanliga minniskor utnyttjar datorn, bilen, taget och flyget men an-
vander sillan all den matematik som mojliggor dessa ting. Det dr ma-
tematikforskarna som svarar for i stort sett all teori om matematikens
anvandning i teknik, medicin, nationalekonomi och samhaillsvetenskap.

Har ni fragat er: Hur anvinder vuxna matematik i vardagslivet?
Svar: De undersokningar som gjorts antyder att Medel-Svenssons
matematik till cirka 90 procent bestdr av privatekonomi. I ovrigt ror
det sig om att losa och besluta i praktiska problem, ofta just i pen-
ningfragor. En guldgruva ir de psykologiska utredningar av den vux-
nes behov av ”raknefiardighet” som gjorts av amerikanerna Thorndike
(1922) och Wilson (1951). Nija, vidgas perspektivet till att galla lo-
giskt tinkande i olika former, ser det kanske annorlunda ut.

Ett annat exempel: Hur ofta anvinder vi vuxna oss av invanda
traditionella rakneuppstillningar? Svar: Nistan aldrig. Vi anvinder
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huvudrikning eller minirdknare. Hur férbereder skolmatematiken oss
for var kommande vardagstillvaro? Stammer det med skolmatema-
tikens innehall? Vad star i matematikbockerna?

Lat oss se pa exemplet rakneuppstallningar. Vara svenska bocker i
matematik har manga Ovningar for att trina dessa. Man har berak-
nat att alla elever riknat omkring 3 000 divisioner nar de fatt sin
avgangsexamen i arskurs 9. Detta dr kanske gott och vil om eleverna
behirskar division effektivt, liksom de Ovriga rikneuppstillningarna.
Men s4 dr ju inte fallet.

ALGORITMERNA SOM BARA VAR TREDJE KAN — ELLER INTE ENS DET

Enligt Magnes svenska undersokningar i Goteborg och Medelsta som
ar fran tiden 1955-1986 (Magne 1990a) riknar 64 procent i arskurs
9 korrekt pa divisionen 5 : 8 och 70 procent pa subtraktionen 10,7 —
3,356. Kanske ar det inte just fardigheten som ar dalig utan forstael-
sen, eftersom i bada fallen omkring 10 procent av eleverna raknat
uppgiften, som om den skulle lyda 8 : 5 och 3 356 — 107!

Gro Knudsen (1999) visar att i arskurs 1 av norsk videregaende
skole bara 32 procent loser uppgiften 45 : 0,05 medan 40 procent
avstar fran att rakna!

En ritt stor minoritet av de norska liksom de svenska niondeklas-
sarna har trots deras sa langa undervisning om hur man riaknar missat
att division handlar om att behirska matematiska strukturer och be-
grepp, inte blinda vanor eller fardigheter. Detta ar allvarligt. Avgorande
ar att vara elever maste begripa hur och varfor rakning gér till som den
gor. Vi kan erbjuda honom eller henne en av vara praktiska miniraknare.

5.3 BIRGIT OCH HENNES GANG
— OM UTSLAGNA OCH DERAS LIVSMATEMATIK

I den nya specialundervisningen i matematik frigar man sig ocksa om
inte sjalva matematikkursen i laroplanen har brister. Man har antytt
att skolkurserna ar sa starkt akademiskt priaglade att de missgynnat
SUM-eleverna.

Sysslar SUM-eleverna med ett matematiklarostoff, som passar
dem? Behover de just detta? Kanske inte! Ger skolan SUM-eleverna
ratt beredskap for deras framtida liv?

Sarskilt olyckligt ar det om SUM-elever, som handelsevis far plats
i yrkesprogram, tvingas att bara ldsa den formaliserade A-kursen.
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Den innehaller egentligen stoff fran grundskolan som de hatar efter-
som de redan har misslyckats med det.

Lat oss se vad som hdnde en gang i en hjalpklass med mycket stora
problem. Denna historia vill vi ta till utgangspunkt for problemet hur
man kan undervisa i matematik for elever som ar utslagna pa grund av
deras misslyckanden i skolan. Vart budskap ar att man mera maste
ratta sig efter eleverna och deras sociala bakgrund an efter de strikta
specifikationerna i en liroplan, hur vil denna 4n kan vara utarbetad.

Historien handlar om besvirliga flickor, och de gick alltsd i en
hjilpklass 8. Flickorna pinades av skolleda. De gick i avslutnings-
klassen och nu borjade varterminen. Sarskilt besvirlig var Birgit, ty
for hennes skull hade de tre senaste lirarna gett upp. Klassen hade
skapat at sig en otrevligt destruktiv vardegemenskap. Det var pa fem-
titalet, vid tiden for 6vergangen mellan folkskola och grundskola. Sverige
levde da i forsoksskolans tid, en frihetstid for svensk skola. Laroplanen
var mer flexibel i forsoksskolan dan den ar i vara dagars grundskola.

Skolkontoret hade bestimt att flickorna denna gang skulle un-
dervisas av en manlig larare. Det blev jag, Olof Magne. Jag tillsattes
och informerades om bekymren. Eftersom ingen lirare forvintades
sta ut, borde klassen bli foremal for siarskilda atgarder. Jag stallde
upp pa vissa villkor. Bland annat onskade jag fa en tilllaggsbudget for
den hindelse att svarigheterna blev stora.

Tjanstgoringen blev mycket riktigt en mardrom. Eleverna sabo-
terade all undervisning. Allt gick snett under januari manad. Birgit
(som egentligen var intelligent) ledde motstandet, men dar fanns ocksa
Marianne (ett nastan hamningslost naturbarn) och vackra Dorty som
utbrast i hysteriska utbrott mot alla och envar. I sjdlva verket var det
mycket i klassen som kunde motivera beteckningen utbrindhet trots
att den inte var uppfunnen pa den tiden.

Det var socialférvaltningen som blev raddningen. Fran denna kom
en vanlig dam som ringde upp mig rutinmassigt for att ge klassen den
information om livet efter skolan som alla avgangsklasser fick. Vi,
den vinliga damen och jag, talades vid efterat och undrade bada om
det fanns nagot att gora at denna problemklass. Regimen i klassen
maste andras totalt. Vi borjade med att prova tva studiebesok, det
ena i ett stort barnhem. Det andra fick bli ett hem for gamlingar.
Flickorna skulle delta i arbetet. Man kunde bara hoppas pa att motet
med smdabarn och pensiondrer formddde engagera dem.

Bada studiebesoken blev lyckade. Personalen var mycket nojd
med flickornas upptradande, och flickorna var overlyckliga over att
ha blivit behandlade som likstillda. Vi gjorde en lista pa daghem,
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barnhem, alderdomshem, storkok, foretag, sjukhus, kvinnoklinik, yr-
kesskola, socialtjanst, arbetsformedling, polis, kriminalvard etcetera.
Vi tankte oss en eftermiddag i veckan. Besoken skulle forberedas minst
en dag i forvag. Flickorna skulle ha bestimda uppgifter och i skolan
folja upp med lampliga aktiviteter.

Stamningen i klassen dndrades. Flickorna tycktes inse, till deras
egen stora overraskning, att de verkligen hade formaga och lust att
lara sig ndgot. Den aggressiva Birgit blev i positiv mening en ledare.
Hon blev pa sitt och vis min assistent och kollega. Det var hon som
sa ”Vi kan vil sluta med de gortrista raknebladen”. Nu var det sa att
klassen nistan fysiskt hatade matematik. Alla var overens om att
gora riktiga saker. De ville ha livsmatematik, social matematik, var-
dagsmatematik dir klassen aktivt och kollektivt skapade sina inldr-
ningssituationer.

Fran borjan visste vi alla att studiebesoken skulle kosta nagot. Vi
behovde respengar och vi maste ta upp saken forst med rektor, daref-
ter med skolférvaltningen. Det var ingen litt sak for skolbyrakra-
terna. Principen som vi forfiktade var att elevernas utbildningsbe-
hov maste styra utbildningens finansiering, inte tvartom, alltsd inte
att utbildningen maste ske pa finansieringens villkor. Efter en del prat
loste skolstyrelsen detta problem till allas belatenhet.

HUR LAR SIG ELEVER I SKOLAN?

Larde sig flickorna ndgot nytt (nyttigt) under de har tre a fyra var-
manader? Jo, en sak tror jag var viktig. Flickorna fick en dndrad syn
pa forhallandet till vuxna. Jag sa att Birgit ville sluta med raknebla-
den. Jo, vi slingde dem. Att slinga riknebladen symboliserade kan-
ske vindpunkten i matematik. Forst blev flickorna forvanade. De blev
alldeles tysta, kanske lite forfirade: ”Gor man sa?” Sedan rusade de
till papperskorgen och med nistan aggressiv valdsamhet rev de son-
der riknebladen, ibland i mycket sma bitar, och pressade ned dem for
att hogtidligen, nastan rituellt bli av med dem.

Vi hade en plan for matematiken som utgick fran privatekonomi.
Alla uppgifter utfordes i grupp. Det handlade om priser, pengar, [6n
och ersittning for arbete. Vi sdg pa annonser, mest klader. Bland annat
tippade vi fotbollsmatcher. Ett storre projekt gick ut pa att inreda
”deras” ldgenhet i ett hus som vi besokte. I de sociala situationernas
livsmatematik var de inte sa hjdlplosa. Med riaknemaskin kunde de
till och med dividera. Flickorna ville gora riktiga saker.
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Tonaringars praktiska matematik ansluter nastan alltid till deras
eget sociala liv. Det handlar nidstan bara om pengar. De koper klader,
ater godis, gar pa bio. Vi fann sa smaningom att Birgit, Marianne och
Dorthy och de andra tondringarna lirde sig matematik som tillhorde
tva olika, men inte obesliktade virldar, nimligen

a) saker som de sarskilt intresserar sig for (kanske skamtuppgifter)
och
b) saker som hanfor sig till var och ens sociala livskvalitet.

Varfor kande flickorna sd manga sociala hinder att liara sig? Visst
hade flera av dem svara inlirningsproblem. Man kan kritisera laro-
planen. Dirnist kan den traditionella inlirningstekniken sattas i
fraga. De hade tankehinder. Av fodsel (lite) och av ohindrad vana
(mycket) — jag tanker pa det omtyckta problemet om arv och miljo.

VAD AR VARDAGSMATEMATIK ? — HUR RAKNAR SVENSKA FOLKET?

Just vid tiden innan minirdknarna och mobilerna introducerades tog
sig Magne fore att gora tvd sma experiment. Det forsta var att be 15
kursdeltagare i en ABF-kurs rikna uppgiften har nedanfor (Magne
1975). Det andra var att ge uppgiften at en grupp av lararkandidater.
De skulle sjalva vilja att rakna pa ett forstandigt satt, ja, sa som de
skulle vilja gora i en praktisk situation:

Prova att 16sa uppgiften pa ett for dig fornuftigt sitt.

Persson fick 48 kr i timlon. En vecka jobbade han 40 timmar vanlig
arbetstid. P4 onsdag och torsdag hade han dessutom overtid och fick for
det 278 kr. Rikna ut Perssons arbetsinkomst under veckan (uppgiften
har nagra ar pa nacken).

Figur 5.1 och 5.2 visar exempel hur forsokspersonerna redovisade
sina tankar. Uppgiften I0stes numeriskt korrekt av ABF-kursarna, men
bara tvd angav svaret som 72 198 kr” (figur 5.1). Alla i en grupp pa
24 lararstuderande raknade ocksd korrekt numeriskt och av dem gav
tre personer svaret "2 198 kr” (figur 5.2). Jag hade vantat att skolru-
tiner skulle sld igenom i den sistnamnda gruppen. Riaknandet dar var
inte heller precis ”skolmassigt”. Nastan ingen foljde ”Frokens me-
tod”. Vad skulle den tidens provrikningsrattare ha sagt? Eller for
den delen: nutidens?
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Figur 5.1. Redovisningar fran en studiecirkelgrupp med 15 medlemmar.

I skolan var det noga med att du redovisade efter strikta regler. Ord-
ning och reda! Kanske gjorde du 8 000-10 000 under dina skolar.
Men i dag nar du ar vuxen utgdr du fran att du behover gora redovis-
ningen for att kommunicera din 16sning. Alltsa skiljer du faktiskt pa
losningen och redovisningen. I privata livet har du sillan gliadje av
hur redovisningen ser ut. Darfor redovisar du dina utrdkningar ofull-
standigt eller inte alls. Vad anvinder du denna din allminbildning till
i dag? Losningen beror pa din tankeférmaga och dina behov av kom-
munikation for dagen. Hur skulle du sjdlv ha gjort?
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Figur 5.2. Redovisningar frdn en grupp ldrarkandidater.
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5.4 BERGENDALS TVA FLASKOR

Hair ar exempel som kan illustrera anviandningen av livsmatematik,
det vill siga vardagsmatematik. Matematikprofessorn Gunnar Ber-
gendal (1997) rakade befinna sig pa resa till Albuquerque i New
Mexico. Han ville kopa en flaska whiskey, American type. Han pas-
sade pa att fraga flickan bakom disken om de olika flaskornas matt.
Hon forklarade: ”Detta dar en ”Quart” och detta 4ar en ”Fifth”. Hon
tillade: ”Men jag vet inte varfor en Fifth kallas s, for den ar faktiskt
fyra femtedelar av en Quart”. Ni, kidra kolleger, som undervisar i
matematik inser forstds detta, ty:

Sergendals whiskey
fyra femtedelar av
en “quflrt " dr en ?‘ﬁfth”
| _ 1

4. 1=
5 4 5

Figur 5.3. Hur en ”fifth” forhaller sig till en ”quart™.

Nu ar flickan vdal hemmastadd med att man i Amerika talar om gal-
lon nar man koper alkohol och bensin. Vill Du som matematiker visa
henne hur man riaknar, maste du ocksd tala om gallon. Gallon ar det
som flodar ur Amerikas bensinpumpar och fran fabriker till butiker
med sprit och vin och 6l. Men det finns inga gallonflaskor. For att
jamfora en quart med en fifth kan du som larare foresld eleverna att
fylla en gallon i 20 smaflaskor. Lite eftertanke siager att fem smaflas-
kor dr en fjardedels gallon. Fyra smaflaskor dr en femtedels gallon.

Tar vi detta langsamt, kanske butiksflickan hianger med och ut-
brister: ”Oh, dear mathematics teacher, a fifth is four small bottles
and that is four fifths of a quart” (hon menar fem smaflaskor).



82 KAPITEL 5

LT

e
m@um

1
/ﬁﬁ

Figur 5.4. Hur man i vardagsmatematik dskadliggor relationen mellan fourth och fifth.

Jo, alltsa ser vi att vi kan tinka pa tva satt:

* Det ena ar vardagens sitt att resonera konkret.
* Det andra dr att anvinda matematikens logik, till exempel
genom brakrikning.

Faktiskt ar bada lika anvindbara. Kanske kan vi se detta som tva
olika slag av matematisk kompetens.

Ett tyskt exempel ar belysande. Heinz-Jurgen Gottke (1989) ut-
gick fran den tyska liroplanens bestimmelse om livsndra matema-
tikundervisning. Enligt laroplanen borde undervisningen i nagon ut-
strackning omfatta ”Lebenspraktisch orientierte Aufgaben im Mat-
hematikunterricht” (forkortades till LpAM). Darefter jamfordes kurs-
bestimmelsernas innehall med 1 158 lektioner vilka analyserades i
sarskilda observationsprotokoll. LpAM kunde omfatta tre typer, och
de betecknades som (I) textuppgifter, (II) livsnara problem eller (IIT)
livsadekvata (= verkliga, praktiska) problem.

Resultat: Enligt Gottke omfattade LpAM 49 procent av samtliga
matematikuppgifter i de studerade tyska grundskolorna. Da Gottke
ser pa LpAM-uppgifterna tycktes

* 96 procent befinna sig pa trappsteg I,
e 2 procent pa trappsteg II och
* trappsteg III (livsadekvata problem) representeras av 2 procent.
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En liknande svensk analys finns hos Magne och Thorn (1987ab), och
den staimmer ratt val overens med huvuddragen i den tyska studien.
En rdkneldra for arskurs 1 inneholl endast uppgifter om taluppfatt-
ning och riknesitten addition och subtraktion, medan bland annat
”livspraktiskt orienterade 6vningar” saknades.

Man har undersokt den hir saken, bland annat av Dahllof 1956,
Jansson 1964, Dahllof och Hastad 1967. De flesta studierna publice-
rades under tiden 1920-1970. I dessa kan vi ldsa att

* arbetskraften uppskattas bli mer och mer kvalificerad,

* industrins chefer ansdg det sjalvklart med allt mer avancerade
matematikkunskaper hos anstillda,

e avancerad matematik sillan behover anvindas av industrins
chefer men de bor beharska den,

* matematiken hos foretagen tillimpas i noga utarbetade rutiner.

5.5 EN PEDAGOGISK PARADOX

Vi tycks sté infor en pedagogisk paradox. A ena sidan dr det en chock-
erande lag anvindning av enkla numeriska fardigheter i mitt yrkesliv
och min fritidstillvaro. A andra sidan férefaller eleverna dgna ritt
mycket tid at att ldra sig en akademisk matematisk fardighet som
exempelvis gar ut pa att ndgon gang i framtiden som vuxen planera,
berdkna och l6sa avancerade problem for hur ett foretag ska effek-
tivt utnyttja sina resurser.

Emellertid tror vi nu att Dahlléfs och Hastads undersokningar i
stort sett bara ar historiska kuriositeter. Bradal och andra har slagit
hal pa den uppfattningen. Min egen undersokning pa 1970-talet fort-
satte med att jag bad vuxna forsokspersoner sammanstalla dagboks-
anteckningar om episoder dir matematik ingick som ett visentligt
moment. Vi fick bekriftat att det dir med algoritmrikning ar for-
bluffande sillsynt. Men! — Matematik forekom i oerhort stor omfatt-
ning. Lat oss ge nagra exempel.

Exempel 1. P4 morgonen stiger jag upp och medvetet eller omed-
vetet gor jag Overslagrakning for att ungefarligt mojliggora att jag
nar min arbetsplats eller ndgot annat resmal vid ratt tidpunkt.

Exempel 2. Jag gar till kafeterian och ska bestilla och betala.
Medvetet eller omedvetet fattar jag ett beslut som tar hansyn till en
osynlig langtidsbudget vilken bestimmer hur mycket pengar jag far
lagga ut pa mat.
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Exempel 3. Jag ar larare. Jag passar klockan medan jag 6vervager
hur jag ska fordela den planerade skoldagens aktiviteter pa ratt satt.

Exempel 4. Barnen vill ha hund. Men vad kostar det att ha en
hund?

Exempel 5. Ska vi fara till Bulgarien eller bli kvar i Sverige pa
semestern?

Ja, s gar min vardag. Matte pa jobbet. Matte pa fritiden. Tan-
ker vi efter ar det ett ratt komplicerat problem att finna hur exempel-
vis hunden kommer att belasta familjeeckonomin. Ligg marke till att i
dessa fem exempel ar det ratt lite av rakning med penna pa ett rutat
papper, men ett ganska omfattande logiskt resonerande. Vi har mott
en helt annan typ av raknande och redovisande dn den som Dahllof
och Hastad formodade existera.

Om vi tar upp var semesterplanering, ligger vi mirke till att alla
mojliga slags matematiska resonemang och 6vervigande finns med i
bilden och att det hela avslutas med att vi fattar ett beslut. Detta att
fatta ett beslut dr ofta typiskt for praktisk matematik, livsmatematik,
vardagsmatematik eller vilket ord vi nu foredrar. Vad gor vi saledes?

1. Vi formulerar ett problem — vanligen implicit.
Jo, vi borjar med att formulera ett problem, lat vara i implicit
form (Vart kan jag resa i sommar med den tid och de pengar
som jag vill disponera over.)

2. Vi gor antaganden.
Med det menas att rakna upp allt som talar fér och emot olika
alternativ vart vi borde resa. Det blir kanske en lista men kan-
ske gor vi hela resonemanget muntligt. Dessa antaganden kan-
ske tillsammans far ett utseende som av en matematisk modell.

Exempel: Vi disponerar 8 dagar.

Vi disponerar 20 000 kronor.

Resan till Bulgarien kostar (olika hypoteser) kronor.
En resa inom Sverige kostar (olika hypoteser) kronor.

3. Vi gor berdkningar. Det vanliga ir nog att gora Overslagsbe-
rakningar.

4. Vi fattar ett beslut. Darmed utgar vi fran alla forutsittningarna
och bestimmer oss for det som forefaller klokast.

Ett typiskt exempel dr semesterplaneringen. Ska vi vilja en billig resa
till Bulgarien eller en dyr pensionatsvistelse i Ystad?
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Ofta tycks det i ett fall som semesterplaneringen rora sig om fa-
miljens lagarbete, dir egentligen problemets matematiska sida un-
derordnas virderingar och preferenser. Familjen kan ju inte blunda
for hur god ekonomi den har. Det dr framfor allt dir som matemati-
ken kommer till tals. Planering ingar i detta arbete. En visentlig
komponent i den praktiska vardagsmatematiken tycks vara att man
maste fatta ett beslut. Vardagsmatematik dr en delmingd av social
kompetens. Matematik blir da ett socialt redskap for att na livskvali-
tet och sjalvstindighet. Detta dr vad vi kallar livsmatematik.

Sammanfattningsvis: Matematiken i vardagen ar en social hin-
delse. Den inrymmer olika nivaer dar problemlosningen snarare ter
sig som en “komplicerad matematik” dn en enkel raknehindelse.

Far dessa synpunkter nagon betydelse for hur vi som matematikla-
rare planerar matematikundervisningen? Jo, det ar klart att vi far ett
motiv for att tillgodose laroplanens anvisningar om att ge utrymme at
vardagsrikning i undervisningen. Gor vi det? I tillracklig utstrackning?

Troligen gor manga larare det. Vilken matematik behéver den
skolelev som hostterminen 2006 borjar grundskolan och om ndgot
decennium skall ut i vardagstillvaron?

Matematik handlar om att en elev lar sig matematik i ett socialt
natverk tillsammans med ldrare, foraldrar och andra. Vi kallar detta
en faktor-samspels-modell. En faktorgrupp i samspelet ar matematik-
ens larostoff, en annan ar eleven, men det finns en tredje namligen hela
den omgivande verklighetens nitverk som vi lever i. Barns lirande,
bade Birgits och Mariannes, styrs av samma verksamma krafter:

1. Varje barn ir en oskiljaktlig del av ett litet socialt system. Sam-
spelet som barnet deltar i ar viktigt. Om systemet blir stort, sa
blir ocksa barnet stort.

2. En beteende-"storning” betraktas inte som en skada, eller de-
fekt. En didaktogen inldrningsstorning kan ses som en dishar-
moni (brist pd balans) i systemet. Storning i systemet ar lika
med sarskilt utbildningsbehov. Utbildningsbehov for vem? Jo,
bade barnet och omgivningen!

3. Disharmoni kan beskrivas som olikhet mellan barnets formaga
och omgivningens krav eller forvantningar — ett misslyckande
att passa ihop barn och system. Det ar inte bara hos barnet
som inldrningsstorningen finns. Snarast dr det i samspelet
mellan barnet och omgivningen som disharmonin uppstar och
Stor systemet.
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4. Malet for hjalp ar: fa systemet att fungera, efterhand utan
hjalp.

5. Forbattring i ndgon del av systemet kan ge forbattring at hela
systemet. Eftersom alla element i systemet samspelar, ar det
mojligt att ge hjdlp inom ett omrade och fa effekt pa ett annat
omrade. Vigen till att hjidlpa ett barn ar inte nodvandigtvis
att paverka barnet. Det kan vara mer givande att paverka
andra delar av systemet.

5.6 EN KURSPLAN I LIVSMATEMATIK (VARDAGSMATEMATIK)

For Birgit och manga av hennes sociala jamlikar ar det viktigaste
kanske att lara sig livsforberedande erfarenheter. Vi talar om livsma-
tematik. Livsmatematik 4r att mota, bearbeta och besluta om pro-
blem i vardagen.

Nistan ingen Medel-Svensson anvinder den riaknefiardighet som
med sa stor moda drillades in i skolan, det vill siga rakneuppstall-
ningar enligt ”Frokens metod” eller ekvationer enligt ”Adjunktens
metod”. Det matematiska innehallet stricker sig sillan lingre an till
arskurs 4 eller 5 i grundskolan.

Men det ar pa ett annat omrade som den behovliga kunskapen ar
desto visentligare, namligen att logiskt utreda ett vardagsproblem
och att fatta ett klokt beslut.

Liaroplanen maste goras mer flexibel. Den maste tillata forand-
ringar i prioriteringen. Man maste anpassa stoffet efter eleverna. Som
for Birgit och Birgits ging. Vi tror att de begavningshandikappades
matematikundervisning kan forbattras genom att utga fran vardags-
matematik. Har 6ppnar sig en gyllene port for de som vill reformera
den kommunala skolplanen och skolans arbetsplan.

Men vad finns det i larobockerna? Hur dr de anpassade till var-
dagsproblemen i elevens framtid? Danskarna har borjat med moderna
kursbocker i vardagsmatematik (till exemepel Forlag Malling Beck:
Hverdags-Matematik, 2001).

I den internationella diskussionen tinker man mer och mer pa fra-
gan hur matematikundervisningen bast ska forbereda eleverna for olika
livsuppgifter efter utbildningen. Sddana studier som de om Brasiliens
gatubarn och USA:s etniska minoriteter har stimulerat debatten.

Hur ser det larostoff ut som SUM-eleverna behover behirska
som vuxna? I den nya matematikundervisningen kan man jimstilla
de praktiska stoffmomenten med de “akademiska” och oka dem. Det
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galler all utbildning fran forskolan till gymnasieskolan. Vardagsma-
tematik har redan plats i liroplanerna. Men det ricker inte med all-
manna ord om saken. Vi behover dessutom specificering. Vad ska
larokursen innehalla i fraga om livsmatematik/vardagsmatematik?

Livsmatematik ska befordra varje individs livskvalitet och fors
ddrmed in i centrum av SUM-elevernas matematikundervisning. Livs-
matematik och vardagsmatematik. De antas spela en central roll i
den vuxnes tillvaro.

Man kan i detta allminna sociala matematikmonster urskilja
nagra grundliggande omraden for livsmatematiken. Foljande inlar-
ningsomraden kan ses som viktiga:

Omrade 1. Privatekonomi,

Omrade 2. Mediamatematik, till exemepel information i tidningar
och TV,

Omrade 3. Sociala och biologiska livsvillkor, hilsa, mat, bostad,

Omrade 4. Natur och teknik,

Omrade 5. Fritid, estetik, konst och musik,

Omrédde 6. Samhillets ekonomi och politik samt

Omrade 7. Yrkesmatematik, det vill siga matematik i anknytning

till jobbet.

Sammanfattningsvis: Eleverna behover bland annat ldra att l6sa var-
dagsproblem. For elevernas livskvalitet har vardagsmatematiken stor
betydelse. Lagg marke till foljande.

* Det ror sig om att 1osa praktiska problem med hjilp av mate-
matik.

* Matematikstoffet svarar mot grundskolans lagre arskurser.

e Det ar ”Latt matematik”.

* Det ar mycket av rikneteknik. Minirdknare ar hjalpmedlet

* Problemen ir amnesovergripande. Bland annat med hjilp av
logik.

Vi lagger marke till att Birgit och hennes klasskamrater redan fran
borjan hade en utpraglad gemenskapskinsla. Olyckligtvis var denna
negativ i den meningen att flickorna avskydde samhallsinstitutionen
skola. Efter hand dndrade sig sjdlva livsklimatet. Flickorna blev allt
mer medvetna om att de sjdlva kunde och maste paverka sin inldr-
ning. De fann utvigar att foresld och fatta ett gemensamt beslut om
vad de ville och behovde lira sig. Darmed 6vergick virdegemenska-
pen till en positiv kraft. I den ingick bade elever och larare.
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Som historien om Birgit och Birgits giang visar, bor den vanliga
matematiken kompletteras — och ofta ersittas — med praktiska akti-
viteter som pekar framat mot vuxenlivet. Aktiviteterna har formen
av gruppprojekt med rubriker som

e Kopa tidning i tidningsaffaren
* Vilket lappstift ar bra?

e Spara till en mountainbike

e Soka jobb

* Vad tjdnar jag?

* Mat i kylskapet

* Maltidsplanering

* Soka bostad

* Bankkontot

Bor matematiken laggas upp pd ett annat sitt for elever som hatar
matematik? Som kanner matematikdngest? Som inte forstar? Vi har
lange legat i startgroparna for att finna nya aktiviteter.



KAPITEL 6

MOT EN FORANDRAD
MATEMATIKUNDERVISNING I GRUNDSKOLAN
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6.1 KONKRET MATEMATIK

Alltsedan Comenius’ Orbis pictus (1658) har konkretion varit ett hett
pedagogiskt diskussionsimne. Han tog dod pa den skolastiska peda-
gogikens aprioriska undervisning. Andra pionjarskrifter for konkre-
tion 4ar senare tiders Friedrich Frobels Die Menschenerziehung (1821),
Tom Molls insatser for svensk naturvetenskaplig gymnasieundervis-
ning, K P Nordlunds Ldrogdng vid den grundliggande undervisningen
i rdkning (1897) och Anna Kruses Askddningsmatematik (1910).

Lat oss se matematikundervisning som ett samspel mellan biolo-
gisk vixt och social paverkan. Lat oss forutsitta att det bara dr den
aktivt undersokande individen som lir sig matematik. ”Lira ut” kan
ingen. Vi har i sjdlva verket tinkt ut en flerfaktor-modell som vi
ibland kallar MIO (MIO-modellen). M+I+O bildas av initialerna i
Matematiken, Individen och Omgivningen. Vi lanar ordet fran Astrid
Lindgrens barnbok med samma namn.

Vi har forut beskrivit matematiken som ett delvis sjalvreglerande
system av abstrakta strukturer styrt med hjilp av det matematiska
spraket.

Vi vill forestilla oss individen som ett sjalvstindigt, omdomes-
gillt biologiskt subjekt styrt av behov, motivation och kinslor.

Vi vill se eleven som del av den naturliga omgivningen vilket
eleven (individen) ingar i, utvecklas i, paverkas av dar eleven bland
annat undersoker matematik.

Redan i borjan av forra drhundradet kunde en rad forskare och
skolmetodiker pavisa att undervisningen ger battre resultat om la-
randet far bygga pa autentisk verklighet och kreativ elevaktivitet i
stillet for verbal framstillning och mekanisk drill.

Atskilliga enkla och vardagliga ting i barnens omgivning kan
anvindas i undervisningen. Sddana foremal som de vuxna har for att
mita och viga med i vardagstillvaron lampar sig bra fér matematik-
undervisningen, till exempel mynt, vikter, liter- och decilitermatt, lin-
jaler, termometrar, klockor och annat. Barnen hjalper till att tillverka
sarskilda apparater och hjalpmedel som bara passar i skolmatemati-
ken. Hjidlpmedlen kan i det sammanhanget kallas laborativa material.
Jerome Bruner forde fram den dsikten att skolmatematikens larande
naturligt utvecklades fran en

* enaktiv (verklighetsbaserad) kunskapsrepresentation till en
* ikonisk, det vill siga bildrepresentation och slutligen en
* symbolisk representation.
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Denna indelning av barns forestillningar som man vil sillan hdnvi-
sar till numera tjdnar till att exemplifiera barnets aktiva utveckling
fran handfast verklighet till spel med begrepp.

I manga skolamnen har undervisningen anpassat sig till den praxis
som betonat att den kreativa tankeverksamheten tas i ansprik vid
kunskapsinhimtandet. Matematikundervisningen har emellertid i
detta hianseende visat stor troghet. Forandringarna har under s ling
tid som kanske ett hundra ar varit pafallande sma. Den hittills tillam-
pade metoden karakteriseras overraskande ofta av att eleverna ge-
nom klassundervisning drillas enligt den sd kallade ”smastegsmeto-
den” och pa egen hand tillagnar sig en viss riknefardighet. Ocksa de
stoffmdssiga forandringarna har varit obetydliga. I regel har de in-
skrankt sig till formella omplaceringar av besliktade 6vningstyper.

Denna utpriglade troghet (se till exempel Ulf Lundgren 1979, Per-
Olof Bentley 2003 och Madeleine Lowing 2004) mot forandringar hos
matematikundervisningen i vart land dr anmirkningsvird, inte bara
darfor att forskningsbasen kraftigt andrats, utan ocksa darfor att sam-
hillsstrukturen omdanats bade socialt och materiellt. Den tekniska ut-
vecklingen har fort med sig nya uppfinningar och liromedelsframsteg.
Dessa forhallanden borde rimligtvis fora med sig att kraven pa mate-
matikkunskaper hos eleverna och pa matematikundervisningen i sko-
lan maste vara helt andra dn for ett drhundrade sedan.

En fornyelse av undervisningen madste givetvis ocksa leda till
Okade arbetsinsatser i form av fornyad forsoksverksamhet i skolan.
Som resultat hoppas vi pa forbattrade kunskaper.

De storsta svarigheterna i matematikundervisningen méter man
alltid bland de pa olika sitt handikappade eleverna. Tvartemot vad
som man hade forvintat sig minskar insatserna for dessa barn. Magne
publicerade sin Goteborgsundersokning 1958 om elever med laga
prestationer i matematik och redan den 28 augusti 1963 gav svenska
regeringen ut foreskrifter om “undervisning i matematikklinik”: Un-
dervisningen fick statsbidrag omedelbart.

Vad kunde den nya specialundervisningen enligt 1963 ars modell
utratta? Om detta finns mycket skrivet, till exempel Magne (1973, 1980).
Enligt matematikklinik-experimentet kan man fa sa stora vinster som
ett och ett halvt ars tillskott genom ett ars klinikundervisning. I Tysk-
land har flera forfattare haft lika stor framgang i experimentella un-
dersokningar. Inte desto mindre beslutade utbildningsdepartementet
omkring 1985 att allt statsbidrag till matematikklinikerna skulle upp-
hora. Sedan dess har inga statsmedel specialdestinerats till FoU-verk-
samhet kring SUM-undervisning.
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6.2 Hur ANDRA SUM -UNDERVISNINGEN?

Tva saker dr grunden for den nya specialundervisningen i matematik:

* den allmianna synen pa hur matematikundervisningen ska ga
till, samt

o ett existentiellt synsatt i specialundervisningen.

For det forsta: Infor det nya millenniet fanns det en stravan till nytdn-
kande i matematik. I Nordamerika liksom pa den europeiska konti-
nenten var och ar nytidnkandet lika dramatiskt.

Det ar tydligt att de tyska och amerikanska projekten har samma
syfte, och det ar att alla elever ska f3 tillgang till flexibla och mate-
matiskt rika laroplaner, hogkvalificerade liarare samt en hogklassig
engagerande matematikundervisning med lika chans for var och en
att individuellt utveckla kunskaper.

Elevens larande anses numera framst inrikta sig pa att ”aktivt
bearbeta”, ”frivilligt soka”, “gemensamt upptiacka”, och eleven ut-
vecklas i och genom ett socialt nitverk. Vi talar om en princip for
aktivt och undersokande lirande.

Principen for ett aktivt och undersékande lirande innebir att
eleverna bereds tillfille att fran borjan lira kdnna stérre meningsom-
raden och variera uppgifterna inom vida grinser.

Amnesstoffet behandlas friare med utgangspunkt i prototyp-prin-
cipen. Den sdger att Ovningstyper ar olika viktiga. Vissa stoffelement
ar speciellt centrala och darfor typiska for ett givet stoffomrade.
Eleverna soker ”tankemonster” och anvander dem i nya problem.

Det betyder inte att 6vandet forsummas, eftersom upptiackande
och 6vande ses som tva sidor av samma process. Ar barnen tillrack-
ligt motiverade viljer de sjdlva att trdna och drilla fardigheter. Detta
kallas produktivt lirande.

Elevernas erfarenheter i vardagslivet ska samtidigt vara grund
for larandet och mal for detta. Det gar under namnet livsmatematik.

For det andra: Kritiken yrkar pd att dldre medicinsk-testpsyko-
logiska avvikelsemodeller revideras eftersom elevernas naturliga for-
maga varierar vare sig den handlar om att nigra dr korta och andra
langa eller nagra bra pa att rikna, andra inte. De flesta eleverna har
en “vanlig variation av kunskaper”. Detta ar en existentiell modell,
det vill siga betraktar matematikformagan som en del av livet sjdlvt.
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Den nya specialundervisningen utnyttjar de moderna tankarna
inom matematikdidaktiken och specialpedagogiken. Ocksa SUM-
eleverna ska upptiacka matematikens abstrakta strukturer. Detta
medfor att undervisningen maste individualiseras.

Det giller ocksa att stida ut traditionella element, sa att de nya
aktiviteterna far utrymme. Smastegsmetoden maste vika for sa kal-
lade prototypinlirande. De svérinlirda rakneuppstillningarna forvi-
sas till museet och ersidtts av bekvima miniraknare. Liararens under-
visande roll blir mera som aktiv handledare dn instruktor.

6.3 MATEMATIKKLINIKFORSOKET

Magnes undersokning kom ut 1958 och ledde redan den 28 augusti
1963 till att regeringen uppdrog at davarande skoloverstyrelsen att
ge ut foreskrifter om undervisning i matematikklinik” for elever med
laga matematikprestationer. Undervisningen fick statsbidrag fran och
med hostterminen 1963. Plotsligt ar 1980 upphavde utbildningdepar-
tementet dessa matematikkliniker. Alla slags anslag stroks ur den stat-
liga budgeten. Kommunerna fick 6verta ansvaret. Det var faktiskt
ett hart slag.

Matematikkliniken var ett forsok i den nya specialpedagogikens
anda. Vi som startade, utarbetade en sarskild forsoksmetod. Meto-
den kallade vi konkret matematik eller laborativ matematik. Detta
var under den moderna matematikens tid sa vi satte som mal att SUM-
eleverna skulle ldra sig det matematiska spraket. Laborativ betydde
for oss att anvanda ett konkret problem och resonera sig fram i grupp
till en 16sning med hjilp av det matematiska spraket. Eleverna skulle
alltsa vara aktiva, tinka pa egen hand och samarbeta socialt. Det
blev alltsa vardagsmatematik.

Lat mig illustrera metoden med ett exempel. Kollegan Ivar Carl-
eke anvinde A4-papper i problem med brak. Kanske startade han sa
har for nagra SUM-elever i arskurs 5. Eleverna har A4-papper. De
borjade till exempel vika papper. Berdtta hur det ser ut nar viker en
gang. Andra sdtt att vika en gang? Ja, lat oss se pa detta papper — det
ar vikt pa mitten. Hur dr delarna lika? Andra sitt att vika och fa tva
lika delar? Jamfor delarna! Hur kan du visa att delarna ir lika?

N4, allt detta blir inte klart omedelbart utan maste diskuteras
fram pa manga sitt och vid flera olika tillfillen och med olika prak-
tiska problem.
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Vik A4-papper eller klipp

@ ®» ©

Figur 6.1. Exempel pa pappersvikning.

Hair galler det att tinka pa mattespraket! Exempel pa resonemang:
Tror du halvorna i (a) ar lika eller olika stora? Varfor tror du det?
Jamfor en halva i (a) och en halva i (b)? (b) och (c)? Hur visar man
att de ar lika stora?

Lar dig berdtta pa mattespraket! — ”En halv, tva halva, tre halva”.
Att skriva pd mattespraket: 1 2 1 1

2 2 3 4

Kommentar: Ivar ville att barnen skulle uppticka samband mellan
matematiska problem. S3 han lat barnen jamfora vikning (a) och vik-
ning (b). Naturligtvis kom de fram till att de kunde gora fjardedelar”
och didrmed bevisa att i vikning (a) och vikning (b) ”var halvorna lika
stora”. Ivar Carleke syftade till att barnen skulle finna ett gemen-
samt monster, forst ett fysiskt, sedan ett tankemonster. Hans plan var
att fortsitta ett tag med liknande problem, forst da gora tva parallella
vikningar och lita eleverna finna att losningen ar ett liknande tanke-
monster som med en vikning. Lasaren kan sjilv forestalla sig Ivars
lararstrategi i fortsittningen. Elevernas losning av problem 1 blev
alltsa prototypen for problem 2 och de foljande l6sningarna. Vi kallar
detta prototypinldrning.

I forsoksverksamheten kom vi fram till en formel for inlarandet:
Upptickande inlarande (”prototyp”-lirande). Prova olika losningar
av ett praktiskt problem. Gidrna autentiska problem, det vill siga.
verkliga vardagsproblem. Anvind material som ni tror kan passa for
er 16sning. Visa (bevisa) varfor ni tror pa losningen. Men tank pa att
matematik alltid ar abstrakt, aldrig konkret. Anviand det matematiska
spraket. Sok garna flera losningar pa problemet.

”Gissa!” — Vid ett senare mote med ett likartat problem borjar ni
med att ”Gissa”, det vill sdga forsok att losa utan material. Uttryck
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er med det matematiska spraket? Prova sa att anvidnda materialet
som ni hade i det tidigare problemet. Varfor? For att kolla! Men prova
alltid praktiskt da ni ar osidkra. Problemet i punkt 1 blev prototyp for
foljande forsok.

Produktiv 6vning. Nar du tror att du kan den har uppgiften, ova
dig pa egen hand med liknande uppgifter. Exempel: Du riknar upp-
giften 55 + 45 = 100 i huvudet. Vilj sjalv uppgifter i huvudrikning sa
att du far summan 100. Anvind aldrig konkret material passivt vid
drillévningar. Exempel som hjalpmedel i addition.

Tva krav bor stillas p4 SUM-undervisningen. For det forsta bor
stoffet nara anknytas till elevens livserfarenhet (livsmatematik). For
det andra ska stoffet behandlas si att eleven forstar innehdllet och
dess budskap (aktivt undersokande). Liraren ska alltsa se till att eleven
erbjuds lagom mycket stoff i just den takt som passar individen (indi-
viduellt program). Inlirandet bor i storsta mojliga utstrackning utga
fran praktiska problem (vardags- eller livsmatematik). Har ar nagra
grundregler:

1. For dessa elevers livskvalitet 4r malet att framst l6sa praktiska
problem med hjilp av matematik.

2. Medelsta-undersokningarna visar att en SUM-elev i arskurs 9
presterar som en fjardeklassare. Accceptera att SUM-elever
gar sakta framat. De bor inte till varje pris gora samma saker
som majoriteten i klassen.

3. SUM-eleverna i Medelsta har en tendens att klara vardagliga
problem bittre dn formell rikning och mer ”akademisk matema-
tik”. Lat en SUM-elev arbeta praktiskt. Medel-Svensson raknar
sallan med Frokens uppstallningar eller med Adjunktens ekvatio-
ner. Miniraknaren bor vara standardredskapet for att gora nu-
meriska berdkningar. SUM-eleven klarar i allmidnhet detta.

4. Vid behov: anordna enskild undervisning fér den lagst preste-
rande SUM-eleven i klassen. Tro inte pa att Du kan fa eleven
att accelerera sin studietakt. Viktigare dr det att se till den
mentala hilsan och att eleven trivs med sitt skolarbete.

Sammanfattande praktiska synpunkter pa SUM-undervisning. Med-
elsta-undersokningarna torde vara ett av de mest omfattande forsk-
ningsprojekten som gjorts betriffande de lagst presterande grund-
skoleeleverna i matematik.
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I studien studerades i en sarskild del de 15 procent lagst preste-
rande eleverna. Den hir elevgruppen uppvisar forfirande laga pre-
stationer i slutet av grundskoletiden. Genomsnittet for denna grupp i
arskurs 9 motsvarar en genomsnittlig elev i arskurs 4. Vi tvingades
konstatera att det handlar om en gradvis utslagning fran skolans
matematikundervisning av denna elevgrupp. Situationen for denna
grupp elever ar ytterst prekdr och det krivs atgarder av olika slag
for att uppfylla riksdagens mal om en grundskola for alla.

En tolkning av resultatet av de tre undersokningarna 1977, 1986
och 2002 ar att det finns ett trefaldigt faktorsamspel som forklaring
till dessa elevers laga matematikprestationer:

* Matematikstoffet ar for komplext.

e Undervisningen praglas av mekaniskt procedurraknande och
behover moderniseras enligt den moderna synen pa grundsko-
lans och gymnasieskolans matematikundervisning samt

e Laroplanerna har varit och dr for rigida i grundskolans hogre
arskurser och ensidigt inriktade pa fortsatt akademisk karri-
ar, varfor de trots hidnvisning till ”vardagsrakning” saknar
nodvindiga specifikationerna pa tillimpningar, till exempel
vardagsmatematik.



KAPITEL 7
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7.1 ATT RAKNA MED OLIKHETER

Individuella skillnader i rakning och matematik 4r oftast mycket tyd-
liga. En del elever synes forsta aritmetikens riknelagar timligen
omgaende, de automatiserar tabellerna och riknar snabbt pa i bo-
ken. Andra elever kimpar hart med att forsta dven de mest enkla
talrelationer och arbetet att automatisera tabellerna 4r modosamt
och manga ganger misslyckat. Att eleverna ar olika framstar ibland
som sa sjalvklart att man latt glommer bort att det faktiskt har kon-
sekvenser for undervisningen.

Vi kan konstatera att vissa elever kan betecknas som sirskilt
matematikbegdvade, medan andra kdmpar sa hart med matematik-
inlarandet att vi anser dem ha sarskilda utbildningsbehov i matema-
tik (SUM). Dartill kommer skillnader i motivation, intresse och
stressbenagenhet. Olyckligtvis lever manga barn i sidana socioekono-
miska miljéer som ytterligare himmar deras studieméjligheter. Skol-
vasendet forsummar bade de sarskilt begavade och de med sarskilda
utbildningsbehov. Skolans uppgift maste vara att stodja och uppmuntra
alla elevers matematikutveckling.

I Medelsta-undersokningarna har vi sirskilt studerat de 15 pro-
cent ligst presterande eleverna, elever med sirskilda utbildningsbe-
hov. Varfor just 15 procent kanske ndgon fragar sig. Skattningen gar
tillbaka till Magnes Goteborgsundersokningar under 1950-talet. Det
ar ocksa den skattning far mest stod internationellt (se Dowker 2005).
De olika etapperna i Medelsta-undersokningarna ger vid handen att
andelen elever med problem att klara skolans matematikkurs ar tamli-
gen konstant fran ldsar till lisar. Ungefir samma andel 4r det ocksa
som inte klarar det nationella 2zmnesprovet i matematik for arskurs 9.

Intressant ar att de skillnader som redovisades i OECDs under-
sokning PISA 2003 mellan de olika lindernas medelvarden till en icke
ringa del kan forklaras utifran andelen elever med laga eller mycket
laga prestationer.

I tabell 7.1 redovisas andelen elever med mycket liga (< niva 1)
och laga (nivd 1) prestationer for Sverige, Finland och Tyskland. Vi
ser att i det i PISA sa framgangsrika Finland ar andelen elever som
ligger under niva 1 1,5 procent, medan den i Sverige ligger ndstan
fyra ganger sa hogt (5,6 procent) och i Tyskland mer dn 6 ganger (9,2
procent) sa hogt och pa ungefir samma nivd som OECD-genom-
snittet. Tyskland har ett foraldrat parallellskolesystem som tidigt de-
lar upp eleverna i tre olika (teoretiska och praktiska) utbildningsva-
gar. Eleverna har ocksd betydligt kortare skoldagar diar. Knappast i



AVSLUTANDE KOMMENTARER 99

nagot utvecklat industriland slar den sociala bakgrunden igenom sa
starkt som i Tyskland. Nagon hinsyn till de olika lindernas andel
elever med invandrarbakgrund har inte gjorts.

Tabell 7.1. Andelen elever i procent i de lagsta nivderna i PISA 2003 (OECD 2004).

PISA 2003 <Niva 1 Niva 1 Niva 1 och lagre
Sverige 5,6 11,7 17,3
Finland 1,5 53 6,8
Tyskland 9,2 12,4 21,6
OECD-snitt 8,2 13,2 21,4

En viktig slutsats finns att dra: En riktad satsning pa att forbattra
kvalitén i undervisningen for de lagst presterande eleverna skulle for
Sveriges (och de flesta landers) del radikalt forandra bilden.

Inom en arskurs dr det normalt med stora skillnader mellan
eleverna. Cockcroft (1982) redovisade uppgifter att inom en normal
klass av 11-aringar uppgar variationen mellan eleverna till 7 ar i ma-
tematisk formaga. Redan nir eleverna borjar skolan kan man iaktta
stora individuella skillnader mellan eleverna. Vi har i Medelsta-stu-
dien redovisat att SUM-eleverna i drskurs 3 ligger pa en nivd med
den som en genomsnittlig elev i slutet av drskurs 1 har. I arskurs 6 har
en SUM-elev fiardigheter motsvarande en genomsnittselev i arskurs
3. Nar SUM-eleven ar i slutet av arskurs 9 har skillnaden gentemot
kamraterna 6kat dramatiskt. Nu motsvarar SUM-elevens matema-
tikfardigheter en genomsnittlig elev i arskurs 4 och det dr dags att
borja i gymnasieskolan.

Man bor komma ihag att skillnaderna inom SUM-gruppen ir
stora. Det finns en stor grupp SUM-elever som med en forbattrad,
las: forandrad matematikundervisning, skulle kunna klara grundsko-
lans kurs. For de allra svagaste SUM-eleverna maste matematik-un-
dervisningen radikalt forandras mot en inriktning mot vardagsmate-
matik, sisom diskuterats i kapitel fem. For mellangruppen blir bara
delar av mal att uppna mojliga for gruppen att na.

En fraga som instiller sig 4ar om den stora variationen i elevernas
matematikformaga ar en fraga om gradskillnad eller artskillnad. De
svagaste matematikprestationerna kan huvudsakligen ses som nedre
delen av ett kontinuum (se Dowker 2005). Det hindrar dock inte att
det finns elever med mycket avvikande och specifik matematiksva-
righet. Men dessa utgor en liten del av elever med sirskilda utbild-
ningsbehov i matematik.
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Rikneformdgan dr inte en enhetlig formaga, utan bor snarast
uppfattas som sammansatt av olika formagor. Nagra elever tenderar
att ha hoga prestationer inom aritmetik, medan andra har svaga. Det
finns ocksa elever som presterar olika inom olika delar av aritme-
tiken. Matematiken uppfattas ofta som hierarkisk, vilket tar sig ut-
tryck i att den elementira undervisningen utformas som om den vore
det. Man bryter ned inlirningen av matematiken i sma steg, vilka i
lars ut i en bestimd ordning. Exempel pa detta ar olika typer av be-
havioristiskt planerade undervisningsprogram, till exempel Mastery
Learning som utarbetades av Benjamin Bloom i slutet av 1970-talet.

Det har gjorts empiriska studier dar man sokt uppritta hillbara
hierarkier mellan olika typer av delfardigheter, men de har alla miss-
lyckats. Det utesluter naturligtvis inte att vissa delfardigheter fore-
gar andra. Matematiken bor snarast beskrivas i termer av natverk
eller pussel. Det torde ocksd vara den radande uppfattningen bland
matematikdidaktiker. Vi kommer nedan ocksa redogora for ett annat
sdtt att beskriva matematikinlarningen.

7.3 INTEGRERING VS SEGREGERING

En central fraga for skolsystemet dr hur man hanterar den stora va-
riation av olikheter som elever uppvisar i matematik. Ett svar ar att
betona skillnaderna mellan eleverna och framhiva behovet av olika
typer av segregerande losningar, till exempel i form av sarskilda un-
dervisningsgrupper/-klasser eller nivagrupperingar. Ett annat svar ar
att negligera elevernas olikheter och diarmed osynliggora SUM-
eleverna. Talar man inte om dem, finns de inte. Integrering av alla
elever blir dirmed det sjalvklara svaret. Om skillnaderna mellan
eleverna ar ringa, sa faller ocksd grunden for olika typer av sarskilda
l16sningar. Mellan dessa ytterligheter, segregering — integrering, har
utbildningsdebatten under en lang foljd av ar skett i ndgot som nar-
mast kan liknas vid ett skyttegravskrig.

I Sverige har elever med sirskilda utbildningsbehov i matematik
huvudsakligen negligerats och osynliggjorts. Matematikdelegationen,
vars arbete omfattade en 6versyn av hela matematikutbildningen,
har bara i forbigaende berort de lagst presterande elevernas prekira
situation. Ingen av de myndigheter med ett sarskilt ansvar for elever
i behov av sirskilt stod i matematik (Skolverket, Myndigheten for
skolutveckling, Specialskolemyndigheten och Specialpedagogiska in-
stitutet) har haft nagot fokus pa denna elevgrupp i sin verksamhet.
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De berémvirda initiativ, sisom spridning av forskningsresultat,
metodoversikter, programutvarderingar och praktiska erfarenheter,
som tagits av skolmyndigheterna pa andra omraden, till exempel elever
i lds- och skrivsvarigheter, saknas helt och hallet for elever med sar-
skilda utbildningsbehov i matematik. Det forefaller som om ansvariga
myndigheter underskattar de svarigheter som bristande fardigheter i
matematik far i yrkeslivet. Grava matematiksvarigheter ar ofta all-
varligt handikappande for vuxna i arbetslivet pd samma sitt som las-
och skrivsvarigheter kan vara det.

7.4 EN INKLUDERANDE SKOLA

I Salamancadeklarationen (Unesco 1994), fastslds inklusion som en
princip i arbetet for att na en skola for alla. Inklusion och inkludering
fors fram i kritik mot det tidigare anvdnda begreppet integration,
som oftast inneburit en fysisk integrering i klassrummet pa den ”van-
liga” majoritetens villkor.

Ar en inkluderande skola, en skola fér alla, mojlig mot bakgrund
av de stora skillnader mellan elevernas prestationer som beskrivits i
Medelsta-undersokningen? I forstone verkar en sidan uppgift omoj-
lig om vi inte vill medverka till att negligera SUM-eleverna.

Vi tror det ar nodvandigt att fordndra forestillningarna om ma-
tematikundervisning och erbjuda andra metaforer for hur vi kan tinka
och tala om den elementira matematikundervisningen. Vi ska redovisa
ett projekt fran nagra danska kollegor (se Bottger, Kvist-Andersen,
Lindenskov & Weng 2004, Lindenskov & Weng 2005), kallat Regne-
huller (raknehal).

De forestiller sig skolmatematiken som ett landskap dir eleven
har mojligheter till matematiska upplevelser och att utveckla mate-
matiska begrepp och kompetenser pa olika omraden. Utifran sina in-
dividuella forutsattningar ror sig eleven i detta landskap. Pa sin vig
kommer elever ibland att mota svarigheter av olika slag. Matematik-
svarigheter dr knutet till olika delomraden av landskapet. For en del
elever kan det uppstd hal som de fastnar i och som de kan behova
stod och stimulans for att ta sig upp ur. Raknehalsmetaforen signale-
rar en mojlighet till konkreta dtgarder fran lirarens och elevens sida.
For larare och foraldrar ar det viktigt att veta vad som kan orsaka
problem for eleverna. Inklusion betyder for Lindenskov och Weng en
utmaning for matematikundervisningen. Raknehal fungerar som en
metafor for lirarens uppmarksamhet mot alla elever.
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7.5 KUNSKAPSLAGET OCH HANDLINGSPLAN

Den samlade kunskapen om elever med sirskilda utbildningsbehov i
matematik ar relativt andra omraden (till exempel 14s- och skrivsva-
righeter) mycket ringa. Det saknas en enighet bland forskarna om
orsaker, utbredning av olika typer av raknesvarigheter, metoder med
mera. Mycket grundforskning dterstar. Den internationella, ofta neu-
rologiskt inriktade, forskningen ar huvudsakligen inriktad pa att ta
fram olika diagnosinstrument for tidig identifiering och kategorise-
ring av enkla rakneavvikelser (se till exempel Butterworth 2003,
Butterworth & Yeo 2004, Hasselhorn m fl 2005, Krajewski 2003).
Under senare ar har medicinsk teknik (bland annat med hjilp av PET
och fMRT) gjort stora framsteg och lokaliserat specifika delforma-
gor for rakning i hjarnan. Diaremot dr sadana for matematiken mycket
vasentliga formagor som att resonera, dra slutsatser och leda nagot i
bevis dnnu ett terra incognita, ett outforskat omrade. Huvudsakligen
baseras de neurologiska modellerna pa studier av den vuxna hjar-
nan. Manga fallstudier bygger ocksa pa vuxna med forvarvade hjarn-
skador. Vi vet emellertid att barnens hjarna utvecklas under spad-
barnsaldern och barndomen. For att forstd hur rakneféormaga och
matematisk formadga utvecklas maste vi studera det vixande barnets
utveckling. Har aterstar dnnu mycket att gora.

I Sverige saknas helt evidensbaserad forskning av olika preven-
tions- och interventionsprogram. Internationellt finns flera intressanta
program — till exempel The Mathematics Recovery (Storbritannien),
Numeracy Recovery — (Storbritannien), Peers Early Education Partner-
ship (PEEP) — (Storbritannien), The Right Start (USA och Kanada),
MathWings (USA) — men utgangspunkter och inriktning skiljer dem
sa mycket at att det dr svart att dra nigra mer handfasta pedagogiska
slutsatser av dem.

Nagot mer medvetet utvecklingsarbete finns heller inte for nar-
varande i Sverige. De forsok med matematikkliniker som bedrevs
under ledning av bland andra en av oss (Magne) under 1960-1970-
talen i hela Norden har inte fatt nagra efterfoljder.

Det saknas med andra ord ett ordentligt sakunderlag for politiska
beslut av statsmakterna, sirskilda insatser av ansvariga myndigheter
eller beslut om pedagogiska och didaktiska insatser i skolorna.

Vi som arbetar med forskning inom detta falt kan riaknas till en
handfull personer i landet. Med nuvarande forhallande ar det svart
att utveckla fungerande forskningsmiljoer. Larar- och specialpeda-
gogutbildningarna dras, bland annat som en foljd av brist pa egen



AVSLUTANDE KOMMENTARER 103

forskningsbas, med stora kvalitetsbrister. Idag utbildas specialpeda-
goger med de mest skiftande lirarbakgrunder, manga utan egen erfa-
renhet av matematikundervisning. Dessa personer forvintas sedan
handleda och arbeta med bland annat SUM-elever i skolorna. Bristen
pa ldarare och specialpedagoger med kvalificerad kompetens for SUM-
undervisning i kommunerna dr skriande.

Vi har framfort vara stindpunkter i olika sammanhang, bland
annat direkt till utbildnings- och kulturdepartementet, men utan re-
sultat. Det finns darfor all anledning att upprepa dem.

Lat oss understryka att det handlar om flera drs underlatenheter
som maste atgardas. Mot bakgrund av den ovan beskrivna situa-
tionen for SUM-eleverna och bristen pa samlad kunskap (bade ve-
tenskaplig och beprovad erfarenhet) finns det en rad atgiarder som
statsmakterna bor overvaga for att fa ett samlat grepp om situatio-
nen for denna mycket utsatta elevgrupp:

ett tydligt uppdrag avseende de lagst presterande elevernas
skolsituation ges till de olika berérda myndigheterna,

* en oversyn av grundskolans liro- och kursplaner gors for att
stodja de lagst presterande eleverna i matematik,

* en Oversyn av ldrar- och specialpedagogutbildning,

o ett stod till utvecklingsarbete for att ta fram och forbattra me-
toder och arbetsformer i en inkluderande skola, samt

* en utveckling av forskarresurser inom befintliga eller nya
centra/forskarmiljoer till stod for elever med sirskilda utbild-
ningsbehov i matematik, varvid dven elever med sirskild ma-
tematikbegdvning bor uppmarksammas.
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