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First	order	inclusion	probabiliCes	when	using	SWD	without	
standerdizaCon	of	the	distance	matrix	

R.	Benede,,	F.	Piersimoni,	F.	Pantalone	
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    No Trend Linear Trend Quadratic Trend
V(vk)	

    No Trend Linear Trend Quadratic Trend
V(vk)	  Dependence Dependence Dependence   Dependence Dependence Dependence

Design n Low High Low High Low High Design n Low High Low High Low High
CUBE 1 10 1,00	0,99	 0,56	 0,48	 0,89	 0,94	0,33	 CUBE 1 100 1,00	0,98	 0,51	 0,42	 0,89	 0,93	0,51	
CUBE 2 10 1,00	0,95	 0,57	 0,50	 0,55	 0,53	0,27	 CUBE 2 100 1,00	0,93	 0,51	 0,42	 0,48	 0,45	0,49	

GRTS 10 1,00	0,80	 0,68	 0,58	 0,67	 0,66	0,21	 GRTS 100 1,00	0,56	 0,53	 0,30	 0,55	 0,41	0,23	
LPM 1 10 1,01	0,77	 0,59	 0,49	 0,65	 0,64	0,15	 LPM 1 100 1,01	0,52	 0,52	 0,28	 0,53	 0,37	0,19	
LPM 2 10 1,02	0,77	 0,60	 0,48	 0,64	 0,63	0,15	 LPM 2 100 1,01	0,51	 0,52	 0,28	 0,52	 0,37	0,19	
SCPS 10 1,01	0,78	 0,62	 0,50	 0,66	 0,66	0,17	 SCPS 100 1,01	0,52	 0,52	 0,28	 0,53	 0,37	0,20	

DBSS 1 10 1,00	0,99	 0,57	 0,48	 0,90	 0,93	0,33	 DBSS 1 100 0,99	0,49	 0,51	 0,26	 0,49	 0,30	0,18	
DBSS 2 10 1,00	0,95	 0,58	 0,49	 0,55	 0,53	0,27	 DBSS 2 100 1,00	0,49	 0,52	 0,26	 0,49	 0,28	0,17	
SWD 10 10 1,00	0,91	 0,70	 0,61	 0,74	 0,77	0,27	 SWD 10 100 1,01	0,90	 0,72	 0,62	 0,77	 0,77	0,49	
PWD 1 10 1,02	0,81	 0,66	 0,56	 0,70	 0,69	0,22	 PWD 1 100 1,00	0,56	 0,52	 0,31	 0,53	 0,41	0,21	
PWD 5 10 1,02	0,60	 0,53	 0,31	 0,50	 0,40	0,10	 PWD 5 100 0,99	0,44	 0,50	 0,23	 0,48	 0,27	0,11	

PWD 10 10 1,02	0,50	 0,50	 0,22	 0,48	 0,30	0,09	 PWD 10 100 0,99	0,42	 0,50	 0,21	 0,47	 0,25	0,09	
DBPWD 1,1 10 1,02	0,80	 0,50	 0,35	 0,64	 0,64	0,18	 DBPWD 1,1 100 1,01	0,58	 0,50	 0,27	 0,54	 0,41	0,23	
DBPWD 1,5 10 1,01	0,54	 0,51	 0,25	 0,48	 0,34	0,10	 DBPWD 1,5 100 0,98	0,46	 0,50	 0,21	 0,48	 0,29	0,12	

DBPWD 1,10 10 1,03	0,48	 0,50	 0,22	 0,47	 0,28	0,09	 DBPWD 1,10 100 0,98	0,43	 0,49	 0,20	 0,47	 0,27	0,11	
DBPWD 2,1 10 1,02	0,78	 0,50	 0,35	 0,47	 0,41	0,15	 DBPWD 2,1 100 1,00	0,60	 0,50	 0,27	 0,48	 0,31	0,25	
DBPWD 2,5 10 0,97	0,54	 0,51	 0,24	 0,48	 0,29	0,10	 DBPWD 2,5 100 0,99	0,49	 0,50	 0,23	 0,47	 0,25	0,15	

DBPWD 2,10 10 0,96	0,49	 0,52	 0,21	 0,48	 0,25	0,10	 DBPWD 2,10 100 1,00	0,47	 0,50	 0,22	 0,46	 0,25	0,14	

(MSE/MSESRS)	 and	 the	 mean	 of	 the	 spa5al	 balance	 indices	 for	 each	 design	 es5mated	 in	 10,000	
replicated	samples	in	the	highly	clustered	popula5on	for	different	sample	sizes,	trend,	and	homogeneity		

R.	Benede,,	F.	Piersimoni,	F.	Pantalone	
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    No Trend Linear Trend Quadratic Trend
V(vk)

    No Trend Linear Trend Quadratic Trend
V(vk)

  Dependence Dependence Dependence   Dependence Dependence Dependence

Design n Low High Low High Low High Design n Low High Low High Low High
CUBE 1 10 1,01	0,98	 0,57	 0,63	 0,99	 0,99	0,23	 CUBE 1 100 0,99	0,99	 0,51	 0,60	 1,01	 1,00	0,33	
CUBE 2 10 1,00	1,00	 0,57	 0,63	 0,57	 0,49	0,18	 CUBE 2 100 1,00	0,98	 0,51	 0,58	 0,51	 0,41	0,31	

GRTS 10 1,01	0,92	 0,66	 0,70	 0,77	 0,73	0,17	 GRTS 100 1,01	0,67	 0,53	 0,42	 0,60	 0,45	0,14	
LPM 1 10 1,00	0,90	 0,61	 0,63	 0,77	 0,72	0,12	 LPM 1 100 1,02	0,63	 0,52	 0,38	 0,55	 0,38	0,10	
LPM 2 10 1,01	0,89	 0,63	 0,63	 0,76	 0,72	0,12	 LPM 2 100 1,03	0,63	 0,52	 0,39	 0,56	 0,38	0,11	
SCPS 10 1,01	0,88	 0,63	 0,62	 0,77	 0,72	0,12	 SCPS 100 1,01	0,63	 0,51	 0,39	 0,55	 0,38	0,10	

DBSS 1 10 1,01	0,90	 0,59	 0,58	 0,66	 0,58	0,11	 DBSS 1 100 1,02	0,60	 0,51	 0,37	 0,52	 0,31	0,10	
DBSS 2 10 1,02	0,89	 0,58	 0,57	 0,57	 0,48	0,12	 DBSS 2 100 1,01	0,58	 0,51	 0,36	 0,51	 0,29	0,10	
SWD 10 10 1,01	0,96	 0,71	 0,71	 0,80	 0,77	0,20	 SWD 10 100 1,00	0,97	 0,72	 0,73	 0,83	 0,79	0,31	
PWD 1 10 1,01	0,93	 0,68	 0,68	 0,78	 0,75	0,17	 PWD 1 100 1,01	0,70	 0,53	 0,45	 0,56	 0,43	0,15	
PWD 5 10 1,00	0,89	 0,56	 0,58	 0,64	 0,57	0,09	 PWD 5 100 1,01	0,54	 0,49	 0,35	 0,51	 0,29	0,08	

PWD 10 10 0,99	0,87	 0,53	 0,55	 0,60	 0,50	0,06	 PWD 10 100 1,01	0,52	 0,49	 0,34	 0,51	 0,27	0,07	
DBPWD 1,1 10 1,00	0,94	 0,50	 0,53	 0,81	 0,76	0,13	 DBPWD 1,1 100 1,00	0,70	 0,50	 0,41	 0,58	 0,44	0,15	
DBPWD 1,5 10 1,00	0,88	 0,51	 0,50	 0,66	 0,57	0,08	 DBPWD 1,5 100 1,02	0,56	 0,49	 0,34	 0,51	 0,30	0,08	

DBPWD 1,10 10 1,00	0,86	 0,50	 0,48	 0,61	 0,50	0,06	 DBPWD 1,10 100 1,00	0,52	 0,48	 0,34	 0,51	 0,28	0,07	
DBPWD 2,1 10 1,01	0,94	 0,50	 0,54	 0,52	 0,41	0,11	 DBPWD 2,1 100 1,02	0,73	 0,50	 0,42	 0,50	 0,31	0,16	
DBPWD 2,5 10 0,99	0,87	 0,50	 0,50	 0,51	 0,38	0,07	 DBPWD 2,5 100 1,00	0,56	 0,49	 0,36	 0,49	 0,26	0,09	

DBPWD 2,10 10 0,99	0,86	 0,50	 0,48	 0,51	 0,36	0,05	 DBPWD 2,10 100 1,01	0,52	 0,48	 0,35	 0,49	 0,25	0,08	

(MSE/MSESRS)	 and	 the	 mean	 of	 the	 spa5al	 balance	 indices	 for	 each	 design	 es5mated	 in	 10,000	
replicated	samples	in	the	sparse	popula5on	for	different	sample	sizes,	trend,	and	homogeneity		

R.	Benede,,	F.	Piersimoni,	F.	Pantalone	
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Spa5al	distribu5on	of	EMAP	 lakes	popula5on	(leZ)	 (N=334)	with	the	used	par55on	 in	4	strata	
and	the	variogram	(right)	of	the	“Acid	Neutralising	Capacity”	(ANC)	variable		

R.	Benede,,	F.	Piersimoni,	F.	Pantalone	
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Variograms	of	the	ANC	variable	within	each	of	the	4	strata		

R.	Benede,,	F.	Piersimoni,	F.	Pantalone	
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Not Stratified Stratified 

Design n=10 n=50 n=100 n=10 n=50 n=100 

SRS 1.00 1.00 1.00 0.52 0.77 0.82 

GRTS 0.90 0.83 0.79 0.47 0.75 0.80 

CUBE1 0.95 0.99 0.93 0.47 0.74 0.76 

CUBE2 0.95 0.97 0.91 0.45 0.61 0.62 

SCPS 0.80 0.66 0.56 0.44 0.56 0.53 

LPM1 0.75 0.62 0.46 0.42 0.47 0.45 

LPM2 0.81 0.67 0.54 0.48 0.58 0.54 

PWD1 0.80 0.66 0.56 0.44 0.56 0.53 

PWD5 0.72 0.56 0.42 0.39 0.44 0.39 

PWD10 0.73 0.59 0.41 0.41 0.38 0.38 

R.	Benede,,	F.	Piersimoni,	F.	Pantalone	
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!

Spa5al	 distribu5on	 of	 EMAP	 lakes	 popula5on,	 the	 size	 of	 the	 circles	 are	
propor5onal	to	the	ANC	variable.	(b)	Sca_erplot	of	ANC	and	1/eleva5on.		

R.	Benede,,	F.	Piersimoni,	F.	Pantalone	
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Rela5ve	efficiency	of	the	sample	mean	(MSE/MSESRS)	of	the	EMAP	data-set	es5mated	
in	100,000	 replicated	samples	 for	different	designs	and	 for	 the	PWD	and	 the	SWD	for	
not	standardized	and	standardized	distance	matrix	for	constant	or	variable	pi-es		

Sca_erplot	 of	 the	 fixed	 and	
es5mated	first	 order	 inclusion	
probabili5es	for	the	(a)	SWD10	
and	(b)	PWD		

!

R.	Benede,,	F.	Piersimoni,	F.	Pantalone	
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!

Spa5al	distribu5on	of	the	variable	grain	in	Mercer-Hall	data-set	(leZ)	(N=400)	and	of	the	
variable	price	in	Bal5more	data-set	(right)	(N=211)	

R.	Benede,,	F.	Piersimoni,	F.	Pantalone	
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Design
Mercer-Hall Baltimore

n  MSE/MSESRS V(vk)	 n  MSE/MSESRS V(vk)	 n MSE/MSESRS V(vk)	 n MSE/MSESRS V(vk)	

GRTS 10 0.54 0.14 100 0.23 0.12 10 0.58 0.16 50 0.35 0.17
CUBE 1 10 0.29 0.20 100 0.10 0.23 10 0.30 0.22 50 0.15 0.29
CUBE 2 10 0.32 0.16 100 0.11 0.21 10 0.35 0.17 50 0.18 0.26
DUST 1 10 0.57 0.22 100 0.34 0.87 10 0.80 0.30 50 2.86 0.89
DUST 2 10 0.59 0.21 100 0.34 0.90 10 0.76 0.28 50 2.80 0.97

SCPS 10 0.39 0.08 100 0.10 0.10 10 0.38 0.10 50 0.21 0.14
LPM 1 10 0.44 0.10 100 0.18 0.10 10 0.45 0.12 50 0.27 0.14
LPM 2 10 0.44 0.10 100 0.18 0.10 10 0.45 0.12 50 0.27 0.14

DBSS 1 10 0.34 0.09 100 0.12 0.10 10 0.36 0.11 50 0.21 0.14
DBSS 2 10 0.34 0.09 100 0.12 0.09 10 0.38 0.11 50 0.22 0.14
PWD 1 10 0,54 0,15 100 0,22 0,12 10 0,55 0,17 50 0,33 0,17
PWD 5 10 0,30 0,07 100 0,11 0,10 10 0,29 0,08 50 0,18 0,12

PWD 10 10 0,22 0,05 100 0,09 0,10 10 0,20 0,05 50 0,16 0,11
DBPWD 1,1 10 0,30 0,11 100 0,13 0,12 10 0,40 0,13 50 0,09 0,18
DBPWD 1,5 10 0,28 0,06 100 0,09 0,10 10 0,21 0,07 50 0,07 0,13

DBPWD 1,10 10 0,27 0,05 100 0,06 0,10 10 0,22 0,05 50 0,08 0,12
DBPWD 2,1 10 0,35 0,09 100 0,14 0,12 10 0,52 0,11 50 0,12 0,18
DBPWD 2,5 10 0,32 0,05 100 0,10 0,10 10 0,42 0,07 50 0,11 0,13

DBPWD 2,10 10 0,31 0,04 100 0,06 0,10 10 0,43 0,05 50 0,15 0,12
R.	Benede,,	F.	Piersimoni,	F.	Pantalone	
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The	 meuse	 data	 set	 is	 a	
data	set	comprising	of	four	
heavy	metals	 measured	 in	
the	top	soil	in	a	flood	plain	
along	the	river	Meuse.	The	
governing	 process	 seems	
that	 polluted	 sediment	 is	
carried	 by	 the	 river,	 and	
mostly	 deposited	 close	 to	
the	river	bank.	(The	meuse	
data	set:	a	brief	tutorial	for	
the	gstat	R	package,	 Edzer	
Pebesma	 April	 2,	 2014;	
Pebesma,	 E . J . ,	 2004.	
Mul5variable	 geosta5s5cs	
in	 S:	 the	 gstat	 package.	
Computers	 &	 Geosciences	
30:	683-691)	N	=	155	

R.	Benede,,	F.	Piersimoni,	F.	Pantalone	
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Design n x y x2 y2 cadmium copper lead zinc V(vk)	   n x y x2 y2 cadmium copper lead zinc V(vk)	
SRS 10 1,00	1,00	1,00	1,00	 1,00	 1,00	1,00	1,00	0,42	 30 1,00	1,00	1,00	1,00	 1,00	 1,00	1,00	1,00	0,36	

GRTS 10 0,29	0,30	0,29	0,30	 0,92	 0,88	0,92	0,93	0,29	 30 0,18	0,19	0,18	0,19	 0,92	 0,88	0,92	0,92	0,31	
CUBE 1 10 0,34	0,40	0,34	0,40	 0,89	 0,85	0,92	0,91	0,21	 30 0,21	0,25	0,21	0,25	 0,90	 0,86	0,92	0,91	0,27	
CUBE 2 10 0,44	0,44	0,44	0,44	 0,90	 0,89	0,88	0,91	0,17	 30 0,31	0,29	0,31	0,29	 0,88	 0,85	0,84	0,88	0,16	

SCPS 10 0,39	0,37	0,39	0,37	 0,88	 0,87	0,86	0,90	0,13	 30 0,26	0,25	0,26	0,25	 0,81	 0,77	0,75	0,80	0,12	
LPM 1 10 0,38	0,35	0,38	0,35	 0,89	 0,87	0,87	0,89	0,13	 30 0,25	0,23	0,25	0,23	 0,81	 0,78	0,76	0,80	0,12	
LPM 2 10 0,35	0,32	0,35	0,32	 0,88	 0,86	0,85	0,89	0,12	 30 0,24	0,21	0,24	0,21	 0,82	 0,78	0,76	0,79	0,12	

DBSS 1 10 0,32	0,34	0,32	0,34	 0,80	 0,77	0,80	0,82	0,13	 30 0,20	0,22	0,20	0,22	 0,72	 0,67	0,70	0,71	0,12	
DBSS 2 10 0,38	0,45	0,38	0,45	 0,82	 0,78	0,78	0,82	0,13	 30 0,24	0,30	0,24	0,30	 0,76	 0,70	0,71	0,73	0,12	
PWD 1 10 0,45	0,44	0,45	0,44	 0,91	 0,89	0,91	0,92	0,18	 30 0,31	0,30	0,31	0,30	 0,84	 0,81	0,81	0,83	0,17	
PWD 5 10 0,24	0,23	0,24	0,23	 0,77	 0,78	0,77	0,80	0,09	 30 0,16	0,16	0,16	0,16	 0,76	 0,70	0,72	0,74	0,10	

PWD 10 10 0,17	0,16	0,17	0,16	 0,70	 0,75	0,73	0,75	0,06	 30 0,14	0,14	0,14	0,14	 0,74	 0,68	0,69	0,71	0,08	
DBPWD 1,1 10 0,02	0,01	0,02	0,01	 0,88	 0,85	0,88	0,90	0,17	 30 0,01	0,01	0,01	0,01	 0,85	 0,81	0,82	0,84	0,18	
DBPWD 1,5 10 0,02	0,01	0,02	0,01	 0,79	 0,80	0,80	0,83	0,09	 30 0,02	0,02	0,02	0,02	 0,79	 0,72	0,74	0,77	0,11	
DBPWD 1,10 10 0,03	0,02	0,03	0,02	 0,73	 0,77	0,75	0,78	0,07	 30 0,07	0,07	0,07	0,07	 0,77	 0,71	0,74	0,75	0,09	

DBPWD 2,1 10 0,03	0,01	0,03	0,01	 0,89	 0,85	0,88	0,91	0,17	 30 0,02	0,01	0,02	0,01	 0,85	 0,80	0,82	0,85	0,18	
DBPWD 2,5 10 0,03	0,01	0,03	0,01	 0,79	 0,78	0,79	0,82	0,10	 30 0,02	0,01	0,02	0,01	 0,78	 0,73	0,75	0,77	0,12	
DBPWD 2,10 10 0,03	0,02	0,03	0,02	 0,73	 0,76	0,74	0,77	0,07	 30 0,07	0,07	0,07	0,07	 0,77	 0,71	0,73	0,75	0,10	

R.	Benede,,	F.	Piersimoni,	F.	Pantalone	
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LUCAS	survey	Emilia	Romagna	Land	Land	Cover	Es5mates	2012.	N	=	5527	

R.	Benede,,	F.	Piersimoni,	F.	Pantalone	
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LUCAS	survey	Emilia	Romagna	Land	Land	Cover	Es5mates	2012.	N	=	5527	

R.	Benede,,	F.	Piersimoni,	F.	Pantalone	
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Land Cover Land Use
Artif. Wheat Maize Other Fodder Perman. Other Woodland Grassland Other Land Agric. Forestry Urban Unused Other V(vk)	

n	 Land     Cereals Crops Crops Cropland     Cover         Land Use

Area 		 1688,00 2380,00 1764,00 692,00 3120,00 1452,00 1368,00 5976,00 2368,00 1300,00 12884,00 4884,00 2180,00 1744,00 416,00

CUBE 1 100 1,00	0,98	 0,97	 1,01	 0,99	 0,99	 0,97	 0,87	 0,99	 1,01	 0,89	 0,86	 1,00	 0,99	 1,01	 0,33	
CUBE 2 100 0,99	0,97	 0,95	 1,00	 0,99	 0,98	 0,99	 0,88	 0,98	 1,01	 0,90	 0,86	 1,00	 0,99	 0,99	 0,31	

GRTS 100 0,98	0,95	 0,93	 0,98	 0,94	 0,94	 0,96	 0,82	 0,97	 0,98	 0,86	 0,77	 0,96	 0,94	 0,94	 0,29	
LPM1 100 0,96	0,95	 0,94	 0,97	 0,94	 0,90	 0,95	 0,80	 0,95	 0,94	 0,85	 0,75	 0,94	 0,92	 0,92	 0,11	
LPM2 100 0,97	0,94	 0,93	 0,97	 0,94	 0,91	 0,94	 0,81	 0,96	 0,96	 0,85	 0,77	 0,94	 0,93	 0,92	 0,07	
SCPS 100 0,96	0,94	 0,95	 0,97	 0,92	 0,92	 0,94	 0,80	 0,95	 0,96	 0,84	 0,75	 0,93	 0,93	 0,92	 0,07	

PWD 1 100 0,97	0,95	 0,94	 0,96	 0,94	 0,94	 0,96	 0,82	 0,96	 0,95	 0,88	 0,78	 0,96	 0,94	 0,94	 0,05	
PWD 5 100 0,96	0,94	 0,92	 0,97	 0,92	 0,91	 0,94	 0,80	 0,95	 0,95	 0,85	 0,75	 0,93	 0,93	 0,93	 0,08	

PWD 10 100 0,95	0,93	 0,94	 0,96	 0,92	 0,91	 0,95	 0,79	 0,96	 0,93	 0,83	 0,74	 0,94	 0,90	 0,94	 0,04	
CUBE 1 600 0,99	0,97	 0,95	 1,00	 1,00	 0,98	 0,97	 0,87	 1,00	 1,00	 0,89	 0,86	 1,00	 0,96	 1,01	 0,31	
CUBE 2 600 0,99	0,97	 0,95	 1,00	 1,00	 0,98	 0,98	 0,87	 1,00	 1,00	 0,89	 0,85	 1,00	 0,95	 1,00	 0,30	

GRTS 600 0,90	0,87	 0,85	 0,90	 0,86	 0,84	 0,87	 0,73	 0,90	 0,89	 0,78	 0,70	 0,88	 0,83	 0,82	 0,30	
LPM1 600 0,85	0,84	 0,81	 0,84	 0,82	 0,78	 0,82	 0,68	 0,84	 0,84	 0,73	 0,65	 0,84	 0,77	 0,76	 0,11	
LPM2 600 0,85	0,83	 0,82	 0,84	 0,82	 0,79	 0,83	 0,68	 0,86	 0,84	 0,73	 0,65	 0,82	 0,78	 0,78	 0,07	
SCPS 600 0,85	0,82	 0,81	 0,82	 0,81	 0,77	 0,82	 0,68	 0,84	 0,83	 0,72	 0,65	 0,83	 0,76	 0,75	 0,08	

PWD 1 600 0,91	0,88	 0,86	 0,90	 0,87	 0,85	 0,88	 0,73	 0,91	 0,90	 0,78	 0,70	 0,89	 0,84	 0,85	 0,07	
PWD 5 600 0,85	0,84	 0,79	 0,82	 0,81	 0,77	 0,81	 0,67	 0,84	 0,82	 0,72	 0,65	 0,82	 0,76	 0,76	 0,08	

PWD 10 600 0,84	0,82	 0,79	 0,82	 0,81	 0,76	 0,80	 0,66	 0,83	 0,82	 0,71	 0,64	 0,82	 0,76	 0,74	 0,06	

R.	Benede,,	F.	Piersimoni,	F.	Pantalone	
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n Piacenza Parma R. Nell'Emilia Modena Bologna Ferrara Ravenna Forli Cesena Rimini % Missing

Area   2592	 3460	 2276	 2696	 3692	 2628	 1868	 2364	 532	 Values

SRS 100 0,27	 0,23	 0,29	 0,27	 0,22	 0,27	 0,33	 0,29	 0,63	 8,69	
CUBE 1 100 0,23	 0,20	 0,29	 0,27	 0,22	 0,21	 0,31	 0,23	 0,60	 7,50	
CUBE 2 100 0,17	 0,20	 0,27	 0,24	 0,20	 0,21	 0,29	 0,20	 0,56	 6,17	

GRTS 100 0,11	 0,10	 0,16	 0,15	 0,11	 0,13	 0,19	 0,13	 0,32	 0,24	
LPM1 100 0,08	 0,08	 0,13	 0,12	 0,09	 0,10	 0,16	 0,10	 0,27	 0,00	
LPM2 100 0,09	 0,09	 0,13	 0,12	 0,09	 0,10	 0,16	 0,10	 0,26	 0,00	
SCPS 100 0,07	 0,07	 0,11	 0,11	 0,08	 0,09	 0,15	 0,11	 0,25	 0,00	

PWD 1 100 0,10	 0,10	 0,16	 0,14	 0,10	 0,12	 0,19	 0,12	 0,32	 0,27	
PWD 5 100 0,07	 0,07	 0,12	 0,11	 0,08	 0,09	 0,14	 0,09	 0,22	 0,00	

PWD 10 100 0,06	 0,07	 0,10	 0,10	 0,07	 0,08	 0,13	 0,08	 0,21	 0,00	
SRS 600 0,11	 0,09	 0,11	 0,10	 0,09	 0,11	 0,13	 0,11	 0,24	 0,00	

CUBE 1 600 0,09	 0,08	 0,11	 0,10	 0,08	 0,08	 0,12	 0,09	 0,23	 0,00	
CUBE 2 600 0,07	 0,08	 0,11	 0,09	 0,08	 0,08	 0,11	 0,08	 0,21	 0,00	

GRTS 600 0,03	 0,03	 0,04	 0,04	 0,03	 0,03	 0,05	 0,03	 0,08	 0,00	
LPM1 600 0,02	 0,02	 0,03	 0,03	 0,02	 0,03	 0,04	 0,03	 0,07	 0,00	
LPM2 600 0,02	 0,02	 0,03	 0,03	 0,03	 0,03	 0,04	 0,03	 0,07	 0,00	
SCPS 600 0,02	 0,02	 0,03	 0,03	 0,02	 0,02	 0,04	 0,03	 0,06	 0,00	

PWD 1 600 0,02	 0,03	 0,04	 0,04	 0,03	 0,03	 0,05	 0,03	 0,08	 0,00	
PWD 5 600 0,02	 0,02	 0,03	 0,03	 0,02	 0,02	 0,04	 0,02	 0,06	 0,00	

PWD 10 600 0,02	 0,02	 0,03	 0,03	 0,02	 0,02	 0,04	 0,02	 0,06	 0,00	
R.	Benede,,	F.	Piersimoni,	F.	Pantalone	
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td = Nd

(yk /π ksd
∑ )

(1 /π k )sd
∑

A	design	cannot	modify	 the	goodness	of	fit	of	a	model	but	can	
reduce	the	direct	es5mator	variance.	

Spatially balanced samples should reduce the variability of 
the sample size in each not planned domain 
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When		and	there	is	sufficient	sample	observaCons	available	for	
d-th	SA,	the	HT	direct	esCmator	is	unbiased,	with	respect	to	the	
design,	 but	 not	 efficient.	 In	 SA	 esCmaCon	 problems,	 with	
inadequate	 sample,	 this	 esCmator	 can	 be	 biased	 and	
unreliable.	 Furthermore,	 it	 is	 characterized	 by	 very	 high	
variance.	 As	 a	 consequence,	 it	 is	 not	 oRen	 used	 in	 pracCcal	
applicaCons.	However	a	design	cannot	modify	the	goodness	of	
fit	of	a	model	but	can	reduce	the	direct	esCmator	variance.	

SpaCally	 balanced	 samples	 as	 they	 should	 reduce	 the	
variability	of	the	sample	size	in	each	not	planned	domain	
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Fay	–	Harriot	Model	–	Area	level	Approach	
	
	
	
	
	
The	shrinkage	factor	is	used	to	assign	the	weights	to	the	
es5mators	according	to	the	number	of	observa5ons	of	the	
domain:	the	higher	it	is,	the	more	the	weight	of	the	direct	
es5mator	will	be.	At	the	opposite,	the	lower	the	number	of	
observarions,	the	higher	the	weight	of	the	model	es5mator	
will	be.	
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MSE θd
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This	 is	 the	 parameter	 that	 we	 can	
reduce	 with	 a	 spaCally	 balanced	
design	
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• An	analy5c	es5mator	of	the	MSE	of	the	FH	es5mator	
exist	but	is	not	discussed	here	

•  The	leading	term	of	MSE	is	given	by	γiψi	which	shows	
that	 the	 EBLUP	 es5mate	 can	 lead	 to	 large	 gains	 in	
efficiency	over	the	direct	es5mate	when	γi	is	small	(or	
the	 model	 variance,	 σv2,	 is	 small	 rela5ve	 to	 the	
sampling	variance)	

•  The	 success	 of	 small	 area	 es5ma5on,	 therefore,	
largely	 depends	 on	 ge,ng	 good	 auxiliary	 data	 that	
can	 lead	 to	 a	 small	 model	 variance	 rela5ve	 to	
sampling	variance	

R.	Benede,,	F.	Piersimoni,	F.	Pantalone	
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Theorem	1	(Grafstrom	2012):	Let	the	populaCon	consist	of	two	
separated	regions	A	and	B,	such	that	the	within	region	
distances	are	always	less	than	the	distance	between	units	in	
different	regions.	If	Σi∈Aπi	=	nA	and	Σi∈Bπi	=	nB,	where	nA	and	nB	
are	posiCve	integers,	then	the	maximal	weight	strategy	
produces	samples	of	fixed	sizes,	nA	and	nB	respecCvely.	
Theorem	:	If	the	populaCon	is	parCConed	in	d=1,...,D	domains	
such	that	every	unit	i	in	d	can	be	included	only	in	the	Voronoi	
polygon	of	a	selected	unit	j	belonging	to	d,	then	if	Σi∈dπi	=	nd	
the	sample	size	in	each	domain	will	be	equal	to	the	size	of	the	
domain	divided	by	the	average	size	of	its	Voronoi	polygons:	
n*d=nd/Md(vi)	thus	E(n*d)=nd	and	V(n*d)≈K(nd)Vd(vi)	(Taylor	
series).	If	the	sample	is	spaCally	balanced	then	Vd(vi)=0	and	any	
not	planned	domain	regularly	shaped	will	have	a	controlled	
sample	size.	

R.	Benede,,	F.	Piersimoni,	F.	Pantalone	
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Objec5ve	of	the	simula5on:	tes5ng	the	efficiency	of	the	
EBLUP	under	different	SBS,	in	order	to	understand	the	impact	
of	them	on	the	final	es5mates.	
Target	area:	Italian	region	“Piemonte”.	
Small	areas:	8	provinces,	Verbania,	Vercelli,	Novara,	Biella,	
Torino,	Alessandria,	As5,	Cuneo.		
Target	of	inference:	total	of	area	dedicated	to	maize	at	the	
province	level.	
Sample	data:	Land	Use/Cover	Area	Frame	Survey	(LUCAS).	
Auxiliary	informa5on:	satellite	data.	
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Artif. Land

Wheat

Maize

Permanent Crops

Other Cropland

Woodland
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Per	each	design	considered,	we	selected	1000	samples	and	
computed	the	rela5ve	EBLUPs	for	the	small	areas.	Next,	we	
computed	the	RMSE	and	compared	with	the	RMSE	of	the	
EBLUPs	computed	by	SRS.	
Designs	considered:	
•  GRTS;	
•  LPM;	
•  SCPS;	
•  PWD	with	parameter	of	spread	𝛽=10.	
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RMSE
Verbania Vercelli Novara Biella Torino Alessandria Asti Cuneo

GRTS100 0.6360868 1.5635796 0.9888364 0.6794555 1.4223646 0.8675475 1.5691916 1.5296811

GRTS300 0.8353760 0.9034418 1.0170633 0.9447852 0.6173188 1.2353202 0.8641661 0.5553207

GRTS600 0.9346582 0.6455000 0.8420095 0.9188386 0.4561037 1.1307870 0.6653687 0.4170726

LPM100 0.8859967 1.2638340 1.1547011 0.9282241 1.0655236 1.2626772 1.2646547 0.9607005

LPM300 0.9325531 0.8393133 1.3136664 1.0491140 0.6977828 1.5577502 0.8550787 0.5814019

LPM600 1.0621174 0.5987429 1.0063838 1.0596980 0.5833469 1.3774114 0.5750544 0.4045299

SCPS100 0.8796000 1.2495079 1.0724639 0.9267192 1.0214755 1.2282016 1.1788845 0.9027995

SCPS300 0.9661380 0.8831110 1.2819012 1.1082960 0.6821520 1.5427569 0.8075880 0.5480727

SCPS600 1.1021186 0.6043376 0.9777239 1.0584320 0.5777138 1.3890846 0.5685249 0.4033101

PWD100 0.7943272 1.0715450 0.8741273 0.8035085 0.9479421 1.0528199 1.2049230 0.8970312

PWD300 0.7985164 0.8704397 0.9690116 0.8564637 0.6110313 1.2165179 0.8545213 0.5523522

PWD600 0.9059844 0.6511020 0.7414879 0.8171829 0.4222790 1.0944463 0.6687905 0.4105362

1
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•  SBS:	taking	into	account	the	spa5al	informa5on	
when	selec5ng	a	sample.	

•  SAE:	face	the	challenge	of	obtain	reliable	es5mates	
for	small	areas	(likely	with	few	observa5ons)	
through	the	use	of	a	composite	es5mator.	

•  SBS	+	SAE:	the	results	show	a	possible	gain	in	the	
efficiency	of	the	final	es5mates	if	SBS	and	SAE	are	
used	together.	This	is	due	to	the	possible	reduc5on	
of	the	first	term	of	the	MSE	of	the	EBLUP.	

R.	Benede,,	F.	Piersimoni,	F.	Pantalone	
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Systematic and Maximal Stratification (also called TSS 
or 1 unit per stratum) are very difficult to be extended to 
regions not box shaped. At least it is very difficult to 
control the sample size n and to stratify the region in n 
non overlapping strata. The aim is to find a set of 
alternative spatially balanced designs that, even if they 
require a discretization of the region, are more flexible 
and guaranty approximately the same efficiency. This 
experiment is thus conducted in the most favourable 
situation for SYS and TSS: a square region. If another 
design performs as well as SYS and TSS in this 
situation, and it is more flexible to other regions with 
irregular shape, it can be preferred. 
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3 Populations 
a – Bears (N=767) 
b – Lions (N=873) 
c – Kangaroos (N=1069) 
10.000 samples 
3 estimates 
Perfect Detection 
Known Detection Function 
Unknown Detection Function 

3 Sample Size 
Point Transect (n = 49, 100, 
144) 
N = 50 x 50 = 2500 
Line Transect (n = 5, 10, 15) 
N = 100 
10 Sample Selection 
Algorithms 
srs, sys, st1, hal, cub1, cub2, 
scps, lpm, lcb1, lcb2  

The following tables reports the relative RMSE of 
abundance estimates using the SRS as benchmark 

The detection was simulated according to an Half-
normal model of parameter α =0.01 
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  Kangaroos	 Lions	 Bears	

Method	 n=49	 n=100	 n=144	 n=49	 n=100	 n=144	 n=49	 n=100	 n=144	

sys	 0,93	 0,64	 0,53	 0,88	 0,64	 0,52	 0,94	 0,58	 0,49	
st1	 0,93	 0,57	 0,44	 0,94	 0,47	 0,35	 0,92	 0,60	 0,42	
BAL	 0,90	 0,60	 0,48	 0,92	 0,56	 0,46	 0,95	 0,56	 0,44	
cub1	 0,99	 0,56	 0,45	 0,99	 0,53	 0,43	 0,98	 0,55	 0,43	
cub2	 1,00	 0,58	 0,53	 0,99	 0,53	 0,52	 0,97	 0,54	 0,47	
scps	 0,94	 0,58	 0,53	 0,92	 0,53	 0,52	 0,96	 0,55	 0,47	
lpm	 0,96	 0,58	 0,47	 0,90	 0,53	 0,41	 0,96	 0,54	 0,43	
lcb1	 0,94	 0,58	 0,47	 0,91	 0,52	 0,42	 0,94	 0,55	 0,44	
lcb2	 0,91	 0,66	 0,47	 0,90	 0,63	 0,41	 0,92	 0,59	 0,45	
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		 	Mercer-Hall	 	Baltimore	 		 	Mercer-Hall	 	Baltimore	

	n	
	RMSE	
(Relative	
to	SRS)	

	SBI	
	RMSE	
(Relative	
to	SRS)	

	SBI	 	n	
	RMSE	
(Relative	
to	SRS)	

	SBI	
	RMSE	
(Relative	
to	SRS)	

	SBI	

GRTS	 10	 	0.927	 	0.142	 	0.860	 	0.173	 50	 	0.875	 	0.111	 	0.763	 	0.179	
CUBE	 10	 	0.963	 	0.199	 	0.886	 	0.221	 50	 	0.955	 	0.278	 	0.862	 	0.313	
LPM	 10	 	0.919	 	0.101	 	0.823	 	0.126	 50	 	0.862	 	0.085	 	0.706	 	0.148	
SCPS	 10	 	0.923	 	0.086	 	0.817	 	0.112	 50	 	0.846	 	0.074	 	0.656	 	0.151	
DBSS	 10	 	0.919	 	0.088	 	0.779	 	0.114	 50	 	0.847	 	0.073	 	0.679	 	0.145	
KM	 10	 	0.910	 	0.093	 	0.833	 	0.119	 50	 	0.885	 	0.096	 	0.696	 	0.186	
TSP	 10	 	0.942	 	0.111	 	0.852	 	0.117	 50	 	0.878	 	0.103	 	0.672	 	0.155	
KMSB	 10	 	0.906	 	0.092	 	0.829	 	0.118	 50	 	0.874	 	0.109	 	0.751	 	0.197	
TSPSB	 10	 	0.921	 	0.108	 	0.832	 	0.118	 50	 	0.879	 	0.112	 	0.712	 	0.170	
KMDBSS	 10	 	0.914	 	0.082	 	0.807	 	0.108	 50	 	0.876	 	0.091	 	0.674	 	0.179	
TSPDBSS	 10	 	0.926	 	0.094	 	0.793	 	0.107	 50	 	0.888	 	0.097	 	0.652	 	0.151	



N	 n	 GRTS	 CUBE	 SCPS	 LPM1	 LPM2	 PWD	 HPWD	 SCPS_C	 LPM1_C	 LPM2_C	

1000	 100	 0,182	 0,152	 3,114	 8,348	 2,008	 0,243	 0,014	 0,058	 0,013	 0,007	
1000	 300	 1,941	 0,158	 3,094	 8,457	 2,010	 0,374	 0,039	 0,058	 0,013	 0,007	
1000	 600	 57,008	 0,145	 2,962	 8,137	 1,960	 0,594	 0,075	 0,058	 0,013	 0,007	
1500	 100	 0,116	 0,220	 6,728	 17,698	 4,393	 0,376	 0,019	 0,135	 0,028	 0,015	
1500	 300	 0,848	 0,220	 6,665	 16,662	 4,161	 0,598	 0,059	 0,133	 0,028	 0,015	
1500	 600	 23,195	 0,220	 6,668	 17,627	 4,375	 0,952	 0,112	 0,134	 0,028	 0,015	
2000	 100	 0,104	 0,293	 11,920	 31,587	 7,757	 0,504	 0,026	 0,246	 0,050	 0,026	
2000	 300	 1,088	 0,293	 11,848	 31,586	 7,682	 0,791	 0,074	 0,246	 0,050	 0,026	
2000	 600	 5,267	 0,286	 11,718	 31,084	 7,661	 1,264	 0,147	 0,245	 0,050	 0,026	
2500	 100	 0,115	 0,361	 18,511	 49,659	 12,036	 0,642	 0,031	 0,392	 0,078	 0,041	
2500	 300	 1,108	 0,358	 18,304	 49,919	 12,051	 1,019	 0,094	 0,392	 0,078	 0,041	
2500	 600	 5,021	 0,365	 18,318	 49,666	 12,053	 1,652	 0,185	 0,392	 0,078	 0,041	
3000	 100	 0,134	 0,431	 26,623	 71,000	 17,255	 0,769	 0,038	 0,574	 0,112	 0,059	
3000	 300	 1,418	 0,426	 26,412	 71,197	 17,343	 1,242	 0,115	 0,573	 0,113	 0,059	
3000	 600	 4,688	 0,450	 26,532	 66,318	 16,284	 1,972	 0,223	 0,564	 0,113	 0,059	
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Thank	you	for	your	adenCon!	
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