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Mattetavling — losningsforslag
Sonja Kovalevsky-dagarna 2023

Mattetavlingen bestar av sju uppgifter som vardera kan ge maximalt 5 podng. Inga
hjadlpmedel ar tillatna. Lamna in l6sningarna senast 17.30. Kontrollera att era namn
och alla I6sningar finns med. Motivera val, forenkla sa langt som maojligt, och ange svar
tydligt. Aven ofullstindig eller bristfillig 16sning kan ge poing, sa forsck dven om ni inte
lyckas 16sa uppgiften helt. Lycka till!

1. Lat s(n) beteckna siffersumman av ett positivt heltal n. Om s(n) = 3 s& ar n
delbart med 3 och om s(n) = 9 sa &r n delbart med 9. Motsvarande regel géller
inte for delbarhet med 7: Om s(n) = 7 sa behover inte n vara delbart med 7. Men
for n = 2023 géller faktiskt detta, siffersumman &r $(2023) =24+0+2+3 =17
och 2023 = 7-17-17. Visa att om m och n ar tva tal med denna egenskap, alltsa
saddana att s(m) = s(n) = 7 och bada ar delbara med 7, s& &r differensen m — n
delbar med 63.

Lésning: Talet 7 har uppenbarligen ocksa egenskapen att dess siffersumma &ar 7
och att det ar delbart med 7. Darmed behover vi bara visa att varje sadant m kan
skrivas m = 63p+ 7 for nagot heltal p, for om vi sedan pa motsvarande sitt skriver
n = 63¢+ 7 s& far vi m —n = 63(p — ¢). Vi antar alltsa att m &r en heltalsmultipel
av 7 sddan att s(m) = 7 och vi vill visa att m — 7 &r delbart med 63, det vill sdga
delbart med bade 7 och 9. Att m — 7 &r delbart med 7 4r uppenbart eftersom m
ar det. Vidare kan vi anta att m > 7 eftersom fallet m = 7 &r uppenbart, och da
foljer det att den sista siffran i m maste vara mindre &n 7. Vi kan alltsa skriva
m = 10¥a + b for nagot k, dir @ > 1 och 0 < b < 6, vilket ger s(m) = s(a) + b. P
motsvarande sitt kan vi da skriva

m—7=10a—1)+(10+b—-7) =10 — 1)+ (b+3)
och vi far siffersumman
stm—=T7)=s(a) =1+ (b+3)=s(a)+b+2=s(m)+2=T7T+2=9.

som visar att m —7 ocksé &r delbart med 9. (Motsvarande talfoljd 7, 70,133, ... har
beteckningen A063416 i OEIS: https://oeis.org/A063416. Nésta gang artalet
har denna egenskap ar ar 2212.)


https://oeis.org/A063416

2. En kvadratisk chokladkaka som bestar av 4 x 4 rutor kan delas pa 2023 olika sétt
om varje bit méaste besta av en eller tre rutor och ha en av féljande tva former:

o [

Om chokladkakan bestar av 2 x 2 rutor kan den delas pa foljande fem sétt:

] L

1 []

Pa hur méanga sétt kan chokladkakan delas om den bestar av 3 x 3 rutor? Observera
att vi kan rotera den hogra formen ovan, och nér vi rédknar satt tar vi hansyn till
rotationer och speglingar av hela chokladkakan: fyra av sétten ovan ar relaterade
till varandra genom rotationer eller speglingar, men raknas alltsd som fyra olika.

Lésning: Vi delar upp sétten utifran hur manga ganger den hogra formen forekom-
mer. Vi tar hansyn till speglingar och rotationer genom att ange multipliciteten
framfor varje figur nedan.

Ingen gang:

En gang:

Tva ganger:

-

Totalt blir det alltsa
1+ (4+4+8)+(2+4+8+8) =39

olika sétt. (Motsvarande talfoljd 1, 5,39, 2023, . . . har beteckningen A220061 i OEIS:
https://oeis.org/A220061.)


https://oeis.org/A220061

3. En pinne bryts i tre delar pa tva slumpvis utvalda punkter. Hur stor &r sannolik-
heten att det gar att bilda en triangel av de tre delarna?

Lésning: Antag att pinnen har laingd 1 och 1at x och y vara reella tal mellan 0 och
1 som anger brytpunkterna. Antag att < y. Ladngderna av de tre delarna &r da x,
y—x och 1 —y. Lat oss berdkna sannolikheten att det inte gar att bilda en triangel.
Detta intréffar precis nér en av delarna ar langre &n de tva andra tillsammans. Det
finns tre olika fall:

Fall 1: z>y-z)+(1-y) & 22>1 & z>1

Fall 2: y—x>z+(l—-y) & 2y>2x+1 < y>%x+%
Fall 3: l—y—z>z+y—2) & 1-2y>0 < y<%

De tre fallen svarar mot de tre trianglarna mérkta 1, 2 och 3 nedan i den stora
triangeln, som svarar mot alla fall ddar 0 < = < y < 1. Genom att lata = och y
byta roller far vi motsvarande fall 1/, 2/, 3’ for 0 < y < x < 1. De aterstaende
tva trianglarna svarar mot de fall dér vi verkligen kan bilda en triangel av de tre
delarna av pinnen. Deras sammanlagda area ar en fjardedel av den stora kvadratens
area, och dérmed &r sannolikheten en fjardedel.
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4. Tva tag gar pa jarnvigen mellan Wadkoping och Badkoping (som har dubbelspar).
Det ena startar i Wadkoping och kor till Badkoping samtidigt som det andra startar
i Badkoping och kor till Wadkdping. De méts 9 km fran Wadkoping. Tagen kor
olika fort, men bada héaller konstant fart tills de kommer fram. Déarefter star de
stilla vid stationen lika lénge och kor tillbaka i samma fart som tidigare. Pa vigen
tillbaka mots de en andra gang, 5 km fran Badkoping. Hur lang &ar jarnvéigen?

Lésning: Antag att tag 1 startar i Wadkoping och kor till Badkoping och att tag
2 startar i Badkoping och kor till Wadkoping. Lat sp, sy vara deras respektive
tillryggalagda striackor nir de mots forsta gangen, vid tiden ¢, och 1at s1, so’ vara



deras respektive tillryggalagda strickor nir de mots andra gangen, vid tiden . Lét
v1, v2 vara deras farter och lat jarnvigens lingd vara = km. Vi har
51

t= = s
U1 V2

52

, 31/ 82/
t = - = — 5
(% ()

vilket ger s1/s9 = vy /vy = s1/s9’, alltsa

9 rT+95

x—9 2x—-5’

som ar en andragradsekvation med l6sningarna x = 0 och x = 22. Jarnvégen ar
alltsa 22 km lang.

. Kvadraten ABCD nedan har arean 4 och E, F,G, H ar mittpunkter pa sidorna.
Berdkna arean av kvadraten PQRS.

D H C
S
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Q
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Lésning: Eftersom trianglarna ABP och FBQ é&r likformiga, och |AF| = |FB)|
maste |BQ| = |QP|. Vidare ger symmetrin i figuren att |BQ| = |PA|, och vi vet
att |AB| = 2. Sétt © = |BQ| = |QP| = |PA]|, sidan i den lilla triangeln. Nu &r
triangeln ABP ratvinklig med hypotenusan 2 och kateterna x och 2x. Pythagoras
sats ger

22+ (22)° =4
och 22 = 4/5.

. Gosta visar Sonja tre askar. En innehéaller tva vita kulor, en annan tva svarta kulor
och den tredje asken innehéaller en kula av vardera fiargen: en svart och en vit.
Innehallet star pa locket av varje ask. Men jag har bytt locken mot varandra, séger



Gosta till Sonja, sd att ingen av askarna innehdller det som star pa locket. Du far
védlja en ask och ta en kula fran den, utan att titta i asken, och sedan ldigga pd locket
igen. Kan du utifran firgen pd denna enda kula avgdra vad som finns i varje ask?
Det kunde Sonja. Hur gjorde hon?

Lésning: Sonja tar en kula fran asken vars lock sédger att den innehaller dr en svart
och en vit kula. Antag att den &r vit. Eftersom Sonja vet att asken inte innehaller
det som star pa locket méste den andra kulan ocksd vara vit. Av de aterstaende
askarna maste da en innehalla tva svarta kulor, och det kan inte vara den déar
detta star pa locket, utan det maste vara den dar locket sdger att bada kulorna &r
vita. Sedan finns det forstas bara en mdéjlighet kvar for den sista asken. Och precis
samma resonemang fungerar férstas om den kula som Sonja tar upp ar svart.

. En vanlig kortlek pa 52 kort blandas genom att den delas i tva lika stora hogar
som far haka i varandra sa att vartannat kort efter blandningen kommer fran den
ena hogen och vartannat kort fran den andra, med bevarad inbérdes ordning i
respektive hog. Det Gversta kortet i leken forblir 6verst efter blandningen, och det
nést oversta kommer efter blandningen att vara det tredje Gversta. Déremellan
hamnar kort 27 i den ursprungliga ordningen, som alltsa efter blandningen blir
kort 2, kort 28 blir kort 4, och s& vidare. Proceduren upprepas. Efter hur manga
blandningar pa detta sétt ligger korten ater i den ursprungliga ordningen?

Lésning: Det understa kortet, kort 52, kommer alltid att ligga underst, sa det récker
med att studera hur de andra korten blandas. Blandningen &r da en permutation
fav{l,2,...,51} som ges av

lz) = 2r—1 om 1<x<26,
122 -52 om 27<z<51.

Vi far att f(z) = 2x—1 (mod 51), vilket betyder att f(x) = 2z — 14 51k for nagot
heltal k, och eftersom f(x) € {1,2,...,51} dr f(z) entydigt bestdmt av detta
villkor. (Detta ar anledningen till att vi exkluderade kort 52 — entydigheten hade
gatt forlorad om vi hade inkluderat det.) Om vi utfér blandningen flera ganger sa
far vi

fx) =222 —1) =1 =4z —3 (mod 51),
) =24z —3)—1 =8z —7 (mod 51),

och det &r latt att visa (genom induktion) att

ffz)y=2"z—(2"-1)=2"(x— 1)+ 1 (mod 51),



Om nu den ursprungliga ordningen ska vara aterstélld efter n blandningar maste
2"(x — 1)+ 1 ==z (mod 51)
for alla x vilket betyder att
2"(x—1)— (r—1) =0 (mod 51)

det vill sdga (2" —1)(x—1) = 0. Alltsd maste (2" —1)(xz—1) vara en heltalsmultipel
av 51 for alla z = 1,2,...,51. Speciellt (fallet z = 2) maéaste (2" — 1) vara en
heltalsmultipel av 51 (och omvént &r detta inte bara ett nédvindigt utan ocksé ett
tillréckligt villkor). Vi kan alltsa ga igenom talen 2" —1 for n = 1,2, ... tills vi hittar
en heltalsmultipel av 51 och vi kommer da fram till 28 — 1 = 255 = 5 - 51, varpa
vi drar slutsatsen att den ursprungliga ordningen aterstélls efter atta blandningar.
(Det &r ett relativt litet antal i férhallande till antalet kort — en kortlek med 54
kort skulle vi behéva blanda 52 ganger. Se https://oeis.org/A002326.)


https://oeis.org/A002326

